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 NOMENCLATURA 
 
 
SIMBOLOS 
 
࡮࢏ Número de Biot  ࢑ Conductividad térmica 
࡮࢕ Número de Boussinesq   ࢻ Difusividad térmica
ࡲ࢕ Número de Fourier   ࣏ Viscosidad cinemática  
ࡳ࢘ Número de Grashof   ࣆ Viscosidad dinámica
ࡹ Número de Mach  ࡯ࢂ Calor específico a volumen constante 
ࡺ࢛ Número de Nusselt   ࢉࡼ Calor específico a presión constante 
ࡺ࢛തതതത Nusselt promedio    
ࡼ࢘ Número de Prandtl   ࢃሶ  Potencia, flujo de trabajo 
ࡾࢇ Número de Rayleigh   ࡽሶ  Flujo de calor
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INTRODUCCIÓN E IDENTIFICACIÓN DEL PROBLEMA 
 
 
Convección es la forma de transporte de calor a través de un medio fluido, ya sea gas o líquido, 
entre una temperatura en la superficie (correspondiente a la interfase fluido-sólido) y una 
temperatura en el seno del mismo fluido. Tal manera de transporte de calor por un medio 
material está gobernada por la ecuación llamada “Ley de Enfriamiento de Newton” que plantea 
que el flujo de calor es directamente proporcional al área de la superficie que sirve de interfase 
entre el fluido y el sólido, y a la diferencia entre estas dos temperaturas. A la constante de 
proporcionalidad se le denomina coeficiente de transferencia de calor. En realidad esta ley no 
es más que la definición del coeficiente de transferencia de calor [INCROPERA]. 
 
Dicha constante también recibe el nombre de coeficiente convectivo de transferencia de calor o 
coeficiente de película y su valor depende de la geometría de la interfase, del régimen de flujo  
y naturaleza del fluido, así como de las dos temperaturas. Esta multiplicidad de variables 
independientes resulta porque la transferencia de calor por convección está determinada por 
las capas limites que se generan sobre la superficie.  
 
Para el diseño y apreciación de equipos donde tenga lugar fundamentalmente una 
transferencia de calor por convección es necesario conocer el valor de dicho(s) coeficiente(s). 
 
No se han desarrollado determinaciones experimentales de coeficientes de transferencia de 
calor usando termómetro de vidrio. La determinación por este camino implica el modelamiento 
a partir del balance de energía aplicado al respectivo sistema del termómetro.  
 
El termómetro de vidrio es un instrumento que se encuentra disponible en el laboratorio, y a 
parte de indicar la temperatura, puede también servir para la medición indirecta del coeficiente 
de transferencia de calor a partir de los cambios de temperatura que experimenta el aparato en 
el estado transitorio hasta alcanzar el equilibrio térmico. Esto puede a futuro conllevar al diseño 
y construcción de un instrumento que reporte el valor local de un coeficiente de transferencia 
de calor, aparato de medición que no se dispone. 
 
La medida de coeficientes locales de transferencia de calor, y por analogía de masa, puede 
tener notables aplicaciones en el diseño y optimización de equipos (como por ejemplo los 
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biorreactores ya que la heterogeneidad de los sistemas y la sensibilidad los hacen complejos 
de modelar), para lo cual es deseable conocer los perfiles espaciales de ciertas propiedades. 
 
Con el presente trabajo se busca principalmente determinar experimentalmente y predecir el 
coeficiente de transferencia de calor alrededor del bulbo de un termómetro de vidrio. Para 
lograr dicho objetivo se hace necesario:  Plantear y solucionar modelos del funcionamiento del 
termómetro de vidrio; determinar teóricamente el coeficiente de transferencia de calor alrededor 
del bulbo del termómetro para determinadas situaciones; confrontar el grado de ajuste de los 
modelos propuestos contra los datos experimentales; analizar la factibilidad del diseño del 
instrumento de medición directo de coeficientes de transferencia de calor fundamentando en el 
modelo propuesto; y diseñar por lo menos una práctica relacionada con fenómenos de 
transporte (masa, calor y/o cantidad de movimiento) y la posibilidad de un diseño experimental 
por analogía para transporte de masa.  
 
 
JUSTIFICACIÓN 
 
En la ingeniería química se realizan operaciones unitarias, algunas de las cuales involucran la 
transferencia de calor por medio de fluidos siendo la convección el mecanismo predominante. 
  
En el diseño y cálculo de equipos utilizados en ingeniería química normalmente se requiere 
conocer el valor del coeficiente de transferencia de calor por convección.  
 
Los coeficientes se pueden determinar por medición indirecta para un caso particular de flujo 
en donde se requiere medir el área, las temperaturas, la velocidad y el flujo de calor, 
generalmente usando medios potenciométricos. 
 
No se dispone de una práctica experimental para la determinación local de dichos coeficientes, 
razón por la que se propone un modelo que, a partir de la descripción del funcionamiento del 
termómetro de vidrio en estado transitorio, permita lograr este objetivo en ciertas situaciones 
físicas particulares. Además no se encuentra en la literatura un modelo para el termómetro de 
vidrio que parece ser reserva de los fabricantes. 
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Hasta donde se tiene conocimiento no existe un aparato que realice el reporte directo del valor 
del coeficiente, y tampoco hay registros del uso de termómetro de vidrio para lograr dicha 
determinación, aunque si se reportan  desarrollos experimentales que hacen uso de 
termopares y termocuplas. 
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1. GENERALIDADES 
 
El presente trabajo plantea la determinación experimental del coeficiente de transferencia de 
calor alrededor del bulbo de un termómetro. Este capítulo incluye elementos de carácter 
general tanto de información teórica como experimental necesarios para la comprensión y 
desarrollo del problema propuesto en este proyecto.  
Como el problema involucra directamente un termómetro de vidrio, es preciso incluir aspectos 
generales sobre el termómetro de vidrio. 
 
1.1 TERMÓMETRO DE VIDRIO 
 
1.1.1 Antecedentes 
 
En la Antigüedad Clásica, periodo Greco-Romano, se realizaron los primeros registros de 
medición de temperatura con instrumentos muy básicos sin escala y abiertos a la atmósfera,  
influenciados así por la presión atmosférica y la temperatura. 
 
Durante el Renacimiento, en la Era de los Descubrimientos, debido al auge por la investigación 
en las ciencias naturales, se dió inicio al desarrollo de los termómetros de líquido en vidrio, 
junto con su escala; de hecho fue el propio Galileo el que llamó la atención sobre la dilatación 
de los líquidos y sugirió utilizar la expansión del alcohol como indicador de la temperatura, 
entonces el antecesor del termómetro fue el termoscopio (1606) de Galileo Galilei (1564-1642); 
hasta que el también italiano Sanctorius (1561-1636) le incorporó una escala con graduación 
numérica, apareciendo así el termómetro de la escuela florentina que consistió en un bulbo 
lleno de alcohol sellado por su parte superior.  
 
Estos termómetros se usaron durante casi un siglo, pero presentan la desventaja que cuando el 
alcohol se enfría, moja el vidrio y así dificulta una lectura correcta. Es Edmund Halley (1656-
1742) quien sugiere el uso del mercurio, pues aunque se dilata menos que el alcohol, no se 
adhiere a las paredes de vidrio; el problema de la menor dilatación es resuelto haciendo más 
estrecho el tubo del termómetro. Pero fue Fahrenheit (1686-1736), fabricante de termómetros, 
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quien difunde el uso del termómetro de mercurio, además de concebir la escala de temperatura 
denominada con su nombre y que se impuso en ese momento [PEREZ].   
 
Actualmente existen numerosos tipos de termómetros o sensores de temperatura que pueden 
ser usados para diversas y específicas aplicaciones de medición; en la Tabla 1.1 se indican 
algunos de los tipos más usuales, así como sus características más importantes.  
 
TIPO DE 
TERMÓMETRO 
RANGO 
NOMINAL 
[ºC] 
COSTO LINEALIDAD 
CARACTERÍSTICAS
NOTABLES 
Termómetro de 
mercurio en vidrio 
-10 a 300 Bajo Buena Simple, lento y de lectura manual 
Termorresistencia 
(Pt, Ni) RTD 
 
-100 a 600 Medio Alta Exactitud 
Termocupla -150 a 1500 
Bajo 
 
Alta 
 
Requiere referencia 
de temperatura 
Termistor -15 a 115 Medio No lineal Muy sensible 
Integrado lineal  Medio Muy alta 
Fácil conexión a 
sistemas de toma de 
datos 
Termómetro de gas -20 a 100 Medio Buena No muy versátil 
Diodos -200 a 50 Bajo Alta Bajo costo 
Tabla 1.1 Tipos de Termómetros  
 
A pesar de la gran variedad de instrumentos para la medición de temperatura y de la 
prohibición del mercurio, los termómetros de líquido en vidrio son frecuentemente utilizados por 
su facilidad de uso, costo, portabilidad, estabilidad, amplio intervalo de trabajo y/o por 
recomendaciones en normas. Pero aun así existe confusión al momento de su elección, uso y 
calibración, ya que aún dentro de estos termómetros se fabrica una amplia gama de acuerdo a   
determinadas aplicaciones específicas [ASTM]. 
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1.1.2 Descripción General 
 
El funcionamiento de los termómetros de vidrio con líquido se basa en la dilatación térmica de 
un líquido termométrico introducido en un recipiente de vidrio de paredes delgadas (recipiente 
termométrico, bulbo) comunicado con un capilar (capilar del termómetro), al cual se le ha 
asignado una escala. El líquido actúa como un traductor, convierte el calor en un trabajo de 
expansión mecánica. Con el incremento de la temperatura, el líquido y el vidrio del termómetro 
se expanden con diferente coeficiente de expansión, causando que el líquido avance por el 
tubo capilar. El más común de los termómetros es el de mercurio (Figura 1.1), que basa su 
funcionamiento en la marcada diferencia entre las expansiones térmicas del mercurio 1.8 ൈ
10ିଵ Ԩ ିଵ y vidrio 0.2 ൈ 10ିସ Ԩ ିଵ.  
Figura 1.1 Termómetro de vidrio [El Autor] 
 
Al líquido termométrico en el capilar se le denomina columna y su menisco sirve como marca 
de columna o indicador. Existen varios líquidos que pueden servir como fluidos termométricos 
como Mercurio, Mercurio-Talio, Toluol, Alcohol, Mezcla de Pentano. La forma del menisco es: 
para el mercurio, la parte superior de la curva o convexa, mientras que para líquidos orgánicos, 
la parte inferior o cóncava; cuando las fuerzas adhesivas son mayores que las fuerzas 
cohesivas, el menisco tiende a ser cóncavo mientras que cuando las fuerzas cohesivas son 
superiores a las adhesivas, el menisco es convexo. El menisco del mercurio se debe al ángulo 
de contacto del mercurio con el vidrio que varía dependiendo si está avanzando o 
retrocediendo la columna y también a la variación de la tensión superficial. Esto combinado con 
la pequeña compresibilidad del mercurio y la elasticidad del vidrio genera una pequeña 
variación de la posición del menisco, especialmente en termómetros muy sensibles. 
 
El capilar del termómetro consta del capilar de medida, el capilar de acoplamiento y posibles 
ensanchamientos: 
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Figura 1.2 Partes del termómetro de vidrio [www.metas.com] 
 
 El capilar de medida es la parte del capilar del termómetro provista de una escala. El 
capilar de acoplamiento es la sección del capilar que une el bulbo con el capilar de 
medida.  
 Los ensanchamientos de contracción son ampliaciones en el capilar, mediante los 
cuales se suprime o se interrumpe la indicación de una determinada zona, que permiten 
la instalación de una escala adicional, o que impiden el descenso de la columna al bulbo 
(como en el caso de los termómetros clínicos). 
 El ensanchamiento de expansión (burbuja de seguridad) es una ampliación, al final del 
capilar, que hasta cierto punto protege al termómetro en caso de sobrecalentamiento. 
 
1.1.3 Construcción 
 
En la manufactura de tales termómetros, el capilar es marcado en dos puntos (0 °C y 100 °C) y 
luego se hacen graduaciones uniformes entre las marcas, donde se asume que el volumen de 
una masa fija de mercurio en el vidrio, es una función lineal de la temperatura. El error 
resultante de esta consideración (+0.12 °C a 50 °C) es ordinariamente más pequeño que el 
debido a las variaciones en el capilar. 
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Los materiales usados en la fabricación del termómetro son: vidrio, líquido termométrico y gas. 
 
Todos los tipos de vidrios no son apropiados para el trabajo termométrico; actualmente se han 
desarrollado vidrios termométricos especiales, con buena estabilidad y resistentes a las 
temperaturas, generalmente boro-silicato, pyrex, schott, etc. 
 
 El líquido termométrico debe tener las siguientes propiedades físico-químicas: 
 
• Tener un coeficiente de expansión lineal  
• Tener color o ser opaco, para su fácil lectura. 
• Tener un menisco bien definido, para fácil lectura. 
• Mantenerse como líquido en el intervalo nominal del termómetro.  
• No “mojar” por fuerzas adhesivas la superficie del capilar. 
• Ser químicamente inerte con respecto a otros materiales en el sistema. 
• Ser térmica y químicamente estable. 
• Por seguridad no ser dañino durante su manufactura y uso. 
 
Líquido 
Termométrico 
Intervalo Típico 
°C 
Coeficiente de Expansión 
Típico Relativo en Vidrio 
°C-1 
Mercurio -38…+600 0.000 16 
Etanol -80…+60 0.001 04 
Tolueno -80…+100 0.001 03 
Pentano -200…+300 0.001 45 
Tabla 1.2 Líquidos Termométricos más usuales [www.metas.com] 
 
En la mayoría de los casos  encima de liquido termométrico, en el capilar, hay un relleno de gas 
protector, sometido a mayor presión (con el fin de evitar evaporación del líquido termométrico) 
constituido por un gas seco y libre de oxígeno (por ejemplo Nitrógeno, Argón), para dificultar 
una separación o rebosamiento del líquido termométrico y para elevar su punto de ebullición, 
solo en algunos termómetros especiales se evacúa el capilar por encima de la columna. Así, 
todos los termómetros para altas temperaturas deben ser llenados con un gas inerte seco tal 
como nitrógeno presurizado para prevenir separación del mercurio a cualquier temperatura 
indicada en la escala. Los termómetros de inmersión total graduados sobre los 150 °C deben 
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ser llenados con gas para minimizar la destilación del mercurio de la parte superior de la 
columna. Para termómetros graduados debajo de los 150 °C el llenado con gas es opcional 
pero altamente recomendado. 
 
Las especificaciones para el diseño y elaboración de termómetros se pueden encontrar es 
normas internacionales como las de la ASTM y la ISO. Estos termómetros están diseñados 
para ser usados con métodos de prueba específicos, y son identificados por tener el acrónimo 
ASTM y un número inscrito. Importante la norma de especificaciones ASTM E-1 en donde se 
enlistan todas las características, los puntos de calibración y las temperaturas de la columna 
emergente para termómetros de inmersión parcial y un procedimiento especial que debe 
seguirse para su prueba y calibración. Las normas más importantes mas a tener en cuenta son: 
 
 ASTM E1. (2007). Standard Specification for ASTM Liquid-in-Glass Thermometers. 
 ASTM E77. (2007). Standard Test Method for Inspection and Verification of 
Thermometers. 
 ASTM E2251. (2007). Standard Specification for Liquid-in-Glass ASTM Thermometers 
with Low-Hazard Precision Liquids. 
 ISO 386. (1977). Liquid-in-glass laboratory thermometers—Principles of design, 
construction and use. 
 ISO 1770. (1981). Solid-stem general purpose thermometers. 
 ISO 4795. (1996). Glass for thermometer bulbs. 
 
1.1.4 Clases  
 
Los tipos básicos del termómetro de vidrio dependen fundamentalmente de la profundidad de 
inmersión y de la ubicación de la escala de medición, las que se relacionan estrechamente con 
la medición específica requerida o funcionalidad. 
 
1.1.4.1 Profundidad de inmersión 
 
La elección del tipo de inmersión depende de la medición requerida, la profundidad del fluido y 
el tipo de montaje. 
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 Termómetro de inmersión parcial: indica la temperatura correctamente cuando el 
bulbo y una porción específica de la columna están inmersos en el medio a la 
temperatura que va a ser medida, por lo que tiene una línea que indica la profundidad 
de inmersión exacta. 
 
 Termómetro de inmersión total: indica la temperatura correctamente cuando el bulbo 
y la columna entera del líquido (unos cuantos milímetros por arriba del nivel del líquido) 
son inmersas en el medio para iniciar la medida. 
 
 Termómetro de inmersión completa: Está diseñado para indicar la temperatura 
correctamente cuando todo el termómetro,  incluyendo la cámara de expansión, están 
expuestos en el medio a la temperatura que va a ser medida. 
 
 
Figura 1.3 Tipos de termómetros por profundidad [www.metas.com] 
 
 
1.1.4.2 Escala de medición 
 
 Termómetro de barra: La escala se encuentra directamente sobre la pared gruesa del 
capilar. 
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 Termómetro de oclusión: La escala se encuentra sobre un soporte independiente 
separado del capilar; el capilar y el soporte de la escala se encuentra encerrados en un 
tubo de revestimiento. 
 Existen variaciones de los tipos anteriores. 
 
1.1.5 Calibración 
 
Esta se realiza por comparación contra un termómetro patrón calibrado, en sistemas térmicos 
con recirculación de líquido o sales, o en un lecho fluidizado, realizando la medición directa de 
los puntos fijos secundarios de fusión del hielo o ebullición del agua. De acuerdo a la exactitud 
que se desee obtener, se utiliza durante la calibración un termómetro de resistencia de platino 
u otro tipo de termómetros trazables y con baja incertidumbre. 
 
Cuando se requiera una precisión menor que el 1% de la escala requerida, es aconsejable una 
calibración, la cual señala las correcciones para agregar o sustraer a las lecturas. Las 
calibraciones pueden ser hechas por organismos de normalización.  
 
Otra importante fuente de error en los termómetros es la mala lectura en línea del menisco, la 
que puede ser provocada por la posición adoptada por el ojo cuando se hace la lectura, y que 
puede ser eliminada con el uso de un teodolito. Las lecturas de termómetros muy sensibles son 
también fuertemente dependientes de la presión, donde los coeficientes de presión pueden ser 
tan altos como de 0.1 °C/atm. 
 
1.1.5.1 Examen visual 
 
Permite la detección de: separación de la columna de mercurio, pequeñas bolitas de mercurio a 
lo largo de la columna capilar, oxidación y fallas o fisuras en el vidrio. Estas fallas pueden 
perjudicar las lecturas del termómetro. También debe ser examinada en la escala: el grosor de 
las líneas, la posible desigualdad en las divisiones y graduaciones borrosas. 
 
1.1.5.2 Puntos de calibración 
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El termómetro debe calibrarse en todo su intervalo, incluso si lo posee, un punto de referencia. 
Por lo usual, se calibra en puntos distribuidos uniformemente en el intervalo de indicación la 
escala principal. 
 
La cantidad de puntos de calibración depende del intervalo, división “mínima” de la escala y 
exactitud deseada. El intervalo entre los puntos de calibración no debe ser demasiado largo o 
innecesariamente pequeño tal que destruya la confiabilidad en correcciones interpoladas en 
valores de temperatura. La recomendación es que sean distribuidos entre 40 a 100 divisiones, 
hasta 40 para patrones y hasta 100 para ordinarios. 
 
1.1.5.3 Medición de columna emergente 
 
A veces se requiere utilizar termómetros de inmersión total como inmersión parcial y la 
temperatura del ambiente sobre el baño, o equipo donde esté colocado el termómetro, puede 
ser diferente de la temperatura del bulbo del termómetro. Debe por tanto hacerse una 
corrección por la diferencia de temperaturas entre el bulbo y la columna emergente. Lo mismo 
ocurre para los termómetros de inmersión parcial, las correcciones aplican solo para la 
profundidad de inmersión indicada y una sola temperatura de la columna emergente. Si el 
termómetro es utilizado en otras condiciones es necesario corregir la columna emergente. La 
columna emergente puede ser medida utilizando un termómetro Faden o un determinado 
número de termómetros de vástago corto.  
 
1.1.5.4 Corrección de la separación de columna  
 
Estos son varios métodos para unir la columna del líquido: 
 
 Golpear: Se sujeta, ligeramente por debajo de la mitad y con el bulbo abajo, el 
termómetro con una mano, y luego se golpea suavemente la orilla con la palma de la 
otra mano. 
 
 Centrifugar: Se sujeta igual que en el ítem anterior y con el brazo extendido en 
posición horizontal se balancea rápidamente hacia abajo, y enseguida se para cuando 
el termómetro alcance la posición vertical; también es válido usar una centrifugadora 
con el bulbo orientado hacia afuera. 
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 Calentar: Es frecuentemente el método más rápido para unir la columna separada y 
simplemente consiste en el calentamiento del bulbo del termómetro. Para termómetros 
que no están graduados sobre los 250 °C, la cámara de expansión también puede servir 
para unir la columna: se sujeta el termómetro en posición vertical y se calienta  
lentamente, sin usar flama directa, hasta que el segmento de columna separada y una 
porción de la columna principal, entra a la cámara de expansión; luego debe ser 
removido antes de que el líquido termométrico suba demasiado a la cámara de 
expansión ya que puede provocar un daño en el termómetro debido a un exceso de 
presión. 
 
 Enfriar: Sujetando verticalmente el termómetro, se enfría el bulbo hasta una 
temperatura que permita retraer todo el mercurio hacia el bulbo; luego se regresa lenta 
y cuidadosamente a temperatura ambiente. 
 
1.1.6 Termómetro para calorímetro 
 
Existen termómetros especiales para los calorímetros, donde se desea una medición de 
diferencia de temperatura con alta precisión (de 0.01 a 0.001 °C). Para estos termómetros la 
finura de la escala de graduación tiende a ser pequeña debido a la precisión que se desea 
obtener en las medidas de temperaturas. La escala puede tener un error de varias decimas de 
grado, pero este error se cancela cuando se hace la diferencia. Un termómetro típico de una 
bomba calorimétrica tiene un rango de 19 a 35 °ܥ, con graduaciones de 0.02 °ܥ. Para 
mediciones de los descensos del punto de congelamiento con agua o benceno como solventes, 
un rango de -2 a 6 °C con graduaciones de 0.01 °C es conveniente. Tales termómetros 
requieren un adecuado manejo. No son solamente frágiles, también son susceptibles de ciertos 
daños (separación de la columna de mercurio, burbujas en el bulbo) derivados principalmente 
de la extrema finura del hilo, cuando se mantienen verticales durante un rápido calentamiento o 
enfriamiento. Si la columna de mercurio llega a separarse, se debe enfriar el bulbo en una 
mezcla de hielo-sal para que el mercurio quede enteramente en el bulbo y así darle salida a las 
burbujas hacia la parte superior de la columna. Luego se debe permitir que el termómetro 
llegue a la temperatura ambiente en posición vertical. 
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Figura 1.4 Termómetro en una bomba calorimétrica [SHOEMAKER] 
 
1.2 COEFICIENTES DE TRANSFERENCIA DE CALOR Y SU IMPORTANCIA 
Para la ingeniería en general y para la ingeniería química en particular y especial es 
sumamente importante determinar la razón de transferencia de calor para una determinada 
diferencia de temperaturas. Ello sucede con frecuencia cuando se diseñan componentes y 
sistemas en los que sucede este proceso. Para estimar el costo, la factibilidad y el tamaño de 
equipos requerido para transferir cierta cantidad de calor en un determinado tiempo hay que 
realizar un riguroso análisis de transferencia en los cuales el ingeniero debe identificar las 
resistencias entre los puntos de alta y baja temperatura, muchas de las cuales se encuentra en 
fase fluida donde la convección juega un papel predominante.  
 
Las dimensiones de refrigeradores, calentadores, evaporadores, condensadores e 
intercambiadores de calor no solo dependen de la cantidad de calor sino también de la 
velocidad a la que se va a transferir esta energía. Para conocer entonces uno de estos flujos 
requeridos se hace necesario disponer del valor de transferencia de calor por convección. 
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De la misma manera, la operación adecuada de los componentes de un equipo tales como las 
paredes o las aspas de una turbina depende de la posibilidad de enfriar rápidamente una 
superficie por evacuación continua del calor en determinado tiempo.  
 
La optimización de ciertos procesos exige conocer el valor de las resistencias que obstaculizan 
uno de las fenómenos de transferencia ya sea de masa, calor o momento, porque si se quiere 
acelerar o desacelerar cierta transferencia se debe actuar en el diseño sobre la resistencia 
controlante. En el caso del calor, si esta resistencia se encuentra en fase fluida, dicho valor es 
el reciproco del coeficiente de transferencia de calor. 
 
El parámetro que describe todo el fenómeno de transferencia de calor por convección es el 
coeficiente de transferencia de película el cual depende de gran cantidad de variables. Se 
considera un fenómeno bastante complejo debido a la conducción a través de la película de 
fluido adherida a la superficie del sólido por las fuerzas atractivas y también a la transferencia 
de masa (advección). Este fenómeno se puede dificultar en el caso de los gases en los cuales 
puede ser importante también la transferencia de calor por radiación de manera simultánea a la 
convección. 
 
Así que para su determinación y estudio, es necesario clasificar la convección de acuerdo a las 
siguientes posibilidades: 
 
 Forzada, Natural o Mixta: Si el principal generador de la turbulencia es un agente 
externo o un gradiente de densidades al interior del fluido, o una combinación de 
ambos. 
 Interna o Externa: El fluido puede circular al interior o alrededor de un ducto. 
 Con cambio o sin cambio de fase: Los cambios de fase entre líquido y gas. 
 Régimen Laminar, Transición o Turbulento: Se refiere al grado de turbulencia que 
puede ocurrir y que es cuantificado por el número de Reynolds o el número de Grashof 
ya sea por convección forzada o natural respectivamente. 
 Naturaleza del fluido: Este puede ser un líquido (incompresible) o un gas. De la misma 
manera se pueden tener casos para ciertos valores de números de Prandtl.  
 Tipo de Superficie: Plana o Curva. 
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En la siguiente tabla se presentan algunos valores aproximados y típicos de coeficientes 
medios de transferencia de calor. 
 
MECANISMO Y FLUIDO h, W/m2K 
Condensación mixta de vapor de agua 5.000-150.000 
Ebullición mixta de agua 4.000-100.000 
Condensación natural de vapor de agua 5.000-35.000 
Ebullición natural de agua 2.000-25.000 
Condensación mixta de vapores orgánicos 900-20.000 
Ebullición mixta de líquidos orgánicos 600-20.000 
Convección forzada, metales líquidos 500-25.000 
Convección forzada, aceites 50-3.000 
Convección forzada, aire a 200 bar 250-1.000 
Convección forzada, aire a presión atmosférica 15-300 
Convección natural sin cambio de fase, metales líquidos 100-1.000 
Convección natural sin cambio de fase, agua 80-800 
Convección natural son cambio de fase, aceites 20-200 
Convección natural sin cambio de fase, aire a presión atmosférica 5-20 
Tabla 1.3 Rangos aproximados de valores medios del coeficiente de película [SIGALES] 
 
 
1.3 ANTECEDENTES SOBRE EL COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA DE CALOR 
 
Isaac Newton debió su interés por la temperatura, el calor y el punto de fusión de los metales al 
ejercicio de la supervisión de  la calidad de la acuñación mientras trabajó en la casa de la 
moneda de Inglaterra. Observó que al calentar al rojo un bloque de hierro y tras retirarlo del 
fuego, el bloque se enfriaba más rápidamente cuando estaba muy caliente, y más lentamente 
cuando su temperatura se acercaba a la temperatura del aire. Así, a principios del siglo XVIII, 
publicó en un trabajo sobre este hecho [SIGALÉS]: 
“Partes iguales de aire eran calentadas en intervalos iguales de tiempo, recibiendo un grado de 
calor proporcional al calor del hierro.” 
Sin embargo la expresión sencilla de esta observación, conocida como “Ley de Enfriamiento de 
Newton”, la formuló 121 años después Joseph Fourier en su Theorie Analytique de la Chaleur:  
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ሶܳ ൌ ݄ܣ൫ ௦ܶ௨௣ െ ௙ܶ௟௨௜ௗ௢൯ 
 
Esta fórmula propuesta, a fin de facilitar el tratamiento matemático, exige suponer que ݄, el 
coeficiente superficial de transferencia de calor, es constante, aunque ya anteriormente se 
sabía que este no lo era en el seno del fluido, como lo demuestra los experimentos con 
resultados cualitativos de John Leslie en 1804 junto con el primer estudio que distinguió 
cuantitativamente la radiación de la convección en el aire y la variabilidad de ݄ con la 
temperatura de la superficie realizado por Louis Dulong y Alexis Thérèse Petit en 1818.  
 
A continuación se tratan las distintas formas de determinar dicho coeficiente. En la mayoría de 
los casos en que está implicada la transferencia de calor en un fluido, para diversas 
configuraciones geométricas y arreglos de flujo, los coeficientes de transferencia de calor son 
calculados por correlaciones empíricas y semiempíricas entre grupos adimensionales de las 
variables pertinentes. Esas  correlaciones de datos experimentales están reportadas en la 
literatura, en las cuales se especifica la geometría, los regímenes de flujo, el tipo de 
convección y la naturaleza química del fluido (fase, polaridad, etc.). Adicionalmente se indica el 
grado de precisión de la correlación. Generalmente se acude a la determinación empírica del 
número de Nusselt, debido en parte, a que las ecuaciones diferenciales que describen el 
modelo de transporte de calor en convección, no tienen solución analítica, y sólo la tienen para 
los casos sencillos. 
 
No es práctico, pero si costoso, hacer ensayos de experimentos con muchos líquidos y 
gases bajo, una gran variedad de condiciones experimentales. Ello, para tener disponibles los 
valores numéricos de las magnitudes de los coeficientes de transferencia de calor, necesarios 
para aplicaciones industriales.  
 
Así la obtención de los valores mediante otros métodos se hace evidente. Una de las formas 
más populares y empleadas consiste en las expresiones obtenidas mediante el análisis 
dimensional que conlleva a una experimentación con menor número de pruebas. El análisis 
dimensional asocia las variables en grupos adimensionales y propone una estructura de cómo 
se relacionan dichos grupos,  conocidos como números adimensionales. Los experimentos 
permiten establecer los valores de los exponentes y coeficientes de las ecuaciones 
adimensionales para un determinado intervalo de trabajo. Entonces el coeficiente de 
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transferencia de calor (que se encuentra inmerso dentro de unos de los grupos) puede ser 
calculado a partir de la correlación para cualquier combinación de velocidad, tamaño de la 
geometría y propiedades de fluido que esté dentro del intervalo.  
 
Para la determinación del coeficiente de transferencia de calor para líquidos que fluyen dentro 
de tuberías o tubos, un aparato típico usado consiste en un sistema formado por un 
intercambiador de calor principal, -sección de tubería de prueba encerrada por un tubo 
concéntrico o de doble tubo -, y un intercambiador auxiliar que sirve para efectuar la operación 
opuesta de la sección de prueba, como se muestra en la figura [KERN]. 
 
 
 
Figura 1.5 Equipo para determinar coeficientes de película en convección forzada interna [KERN]  
 
Una vez que se generan los datos experimentales se diseñan los experimentos para determinar 
las correlaciones. Lo usual, es reducir el número de variables, utilizando análisis adimensional, 
esto conduce a que el coeficiente de transferencia de calor, que está involucrado en el número 
de Nusselt, quede principalmente en función del Número de Reynolds, el número Prandtl, etc.. 
y sí se presenta convección libre, interviene adicionalmente el número de Grashof en la 
correlación. 
Existen cinco métodos generales para determinar los coeficientes de transferencia de calor por 
convección [KREITH]: 
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MÉTODO DEFINICIÓN VENTAJAS DESVENTAJAS 
Análisis 
dimensional 
combinado 
con 
experimentos 
Determinación de grupos 
adimensionales para 
correlacionar datos 
experimentales, es decir 
combina varias variables en 
grupos adimensionales y no 
produce ecuaciones que 
puedan ser resueltas. 
Es matemáticamente simple. 
Es fácil de usar. 
Facilita la interpretación de 
datos experimentales al 
correlacionarlos en función de 
los grupos adimensionales. 
 
Resultados obtenidos 
incompletos e inútiles sin 
datos experimentales. 
Contribuyen poco a la 
comprensión del fenómeno, 
es decir no proporciona 
información relativa a la 
naturaleza del fenómeno.  
No se pueden omitir variables 
pertinentes, es decir se deben 
seleccionar adecuadamente. 
Se debe disponer de una 
teoría preliminar o de un 
conocimiento del fenómeno.   
Las correlaciones no son 
universales en cuanto al tipo 
de flujo y geometría. 
Soluciones 
matemáticas 
exactas de 
las 
ecuaciones 
de capa 
límite 
Solución simultánea de las 
ecuaciones de cantidad de 
movimiento y transferencia de 
energía que describen el 
fenómeno. 
Las suposiciones hechas en 
el análisis pueden 
especificarse con precisión y 
comprobar su validez 
mediante experimentación. 
Sirve como base de 
comparación para métodos 
aproximados más simples. 
Se pueden establecer 
soluciones numéricas con 
ordenadores de alta 
velocidad. 
Requiere la comprensión 
suficiente de los mecanismos 
físicos para describirlos en 
lenguaje matemático. 
La mayoría de ecuaciones 
son bastante complejas. 
Análisis 
aproximados 
de las 
ecuaciones 
de capa 
límite 
mediante 
métodos 
integrales. 
 
Utiliza una ecuación simple 
pero que describe 
esencialmente las 
distribuciones de velocidad y 
temperaturas en la capa 
limite, para hacer un análisis 
macroscópico. 
Evita la detallada descripción 
matemática del flujo en la 
capa límite. 
Aporta soluciones a 
situaciones que no pueden 
tratarse mediante un análisis 
matemático exacto.  
Se extiende a flujo turbulento. 
Concuerda en lo fundamental 
con los resultados obtenidos 
por otros métodos. 
Se pierde precisión y 
exactitud en los resultados. 
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La analogía 
entre 
transferencia 
de calor y 
transferencia 
de cantidad 
de 
movimiento. 
 
Un movimiento compuesto 
con dirección perpendicular al 
flujo medio explica la 
transferencia de energía y 
momentum. Este movimiento 
puede describirse 
estadísticamente por medio 
de un método similar al de la 
teoría cinética de los gases. 
Útil para análisis de 
transferencia turbulenta. 
El mecanismo de 
transferencia puede 
describirse como un modelo 
simplificado. 
Los resultados 
experimentales concuerdan 
con las predicciones 
analíticas basadas en el 
modelo hipotético. 
Este modelo no 
necesariamente debe 
concordar con las condiciones 
reales existentes en la 
naturaleza.  
Solución 
numérica 
Resolución numérica de las 
ecuaciones exactas de 
movimiento, a través de la 
discretización de las mismas. 
Resuelve la necesidad de 
expresar las variables de 
campo en función del espacio 
y/o del tiempo. 
Calcula con facilidad las 
soluciones para distintas 
condiciones de frontera. 
 
Tabla 1.4 Métodos Generales para evaluar coeficientes de transferencia de calor [El Autor]. 
 
La evolución del uso de computadores para el análisis de la convección, puede sintetizarse así: 
a finales de los cincuenta para la resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias asociadas a 
flujos autosimilares, se usan los recién inventados computadores digitales; en los sesenta se 
desarrollan eficientes métodos numéricos para la resolución de ecuaciones diferenciales 
parciales que rigen el comportamiento del flujo en capas límite y en un conducto, al punto que 
las soluciones se vuelven rutina una vez se tengan los programas montados; en los setenta se 
concentra la atención en la resolución de las ecuaciones de conservación que rigen los flujos 
con vórtices, ondas de choque y características complejas; en la actualidad se ha desarrollado 
software especializado en la dinámica de fluidos que permiten estudiar una amplia gama de 
flujos, además de la programación interactiva compleja que permite implantar nuevas 
configuraciones geométricas y de contorno [MILLS].  
 
Sin embargo en necesario aclarar, que como el objeto de la transferencia de calor es el cálculo 
del campo de temperaturas y del flujo de calor, el proceso de determinar el coeficiente de 
transferencia de calor a partir de los balances fundamentales es superfluo, como lo señaló 
Eugene F. Auditori, quien en 1974 argumentó que el coeficiente al ser función de la 
temperatura y altamente no lineal, sobre todo en los gases y cambios de fase, no es racional 
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como parámetro, por lo que esgrimió que debían plantearse ecuaciones que arrojaran 
directamente el flujo de calor, pero no tuvo la perspicacia de enfocar el problema a partir de los 
balances diferenciales. De hecho los métodos modernos y avanzados de cálculo de 
transferencia de calor a través de un fluido prescinden de ࢎ. Actualmente, se presentaría un 
inconveniente práctico si se decide abandonar el uso del coeficiente de transferencia de calor: 
la inmensa cantidad de información con base experimental acumulada en expresiones que 
permiten obtener un valor fiable y muy fácil de usar [SIGALÉS]. 
 
La predicción del coeficiente entre una superficie curva y un fluido, se dificulta en comparación 
a la predicción en superficies planas, por lo que se hace necesario manejar métodos 
numéricos, que pueden conducir a fórmulas aproximadas, o en caso de preferir una solución 
más exacta, exige el uso de métodos de solución con funciones ensayo, que permita obtener 
los perfiles de temperatura necesarios, para hallar el cambio local de los perfiles en la interfase 
fluido-sólido. 
 
Para resolver las ecuaciones diferenciales del transporte de calor y de cantidad de movimiento, 
por lo general se suele proponer soluciones de prueba en series de potencias o con parámetros 
de perturbación. Otra forma es obtener una  expresión, a partir de la solución del problema 
utilizando los datos generados por  diferencias finitas o elementos finitos, que puede conducir a 
una formula al correlacionar los resultados numéricos generados,  los cuales pueden ser 
presentados en tablas y gráficas. 
 
 
1.4 CONVECCIÓN LIBRE O NATURAL 
 
La transferencia de calor por convección se incrementa por el aumento de la turbulencia; esta 
turbulencia puede ser generada por un agente externo como una bomba, un ventilador, un agitador, 
un compresor, etc. caso que se conoce como la convección forzada, o puede generarse por un 
desequilibrio de temperaturas en el seno del fluido que provoca por tanto un gradiente de 
densidades que da origen a una fuerza de empuje ascensional o de flotación, en donde el fluido 
caliente tiende a elevarse; claro está que en algunos casos las diferencias de densidad también 
pueden ser provocadas por cambios en la composición [MILLS]. Los gradientes de densidad de 
un fluido puro se relacionan con los de temperatura por medio de los coeficientes de expansión 
volumétrica. 
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En el presente trabajo se propone un sistema de estudio, que corresponde a la transferencia de 
calor por convección libre, alrededor del bulbo de un termómetro rodeado por aire. El 
movimiento del aire es generado por la diferencia de temperatura en el aire, lo cual origina un 
gradiente de densidad en el fluido, ocasionando fuerzas de flotación en el aire caliente, el cual 
asciende originándose la corriente convectiva natural. Para el estudio de la transferencia de 
calor alrededor del bulbo del termómetro, puede asumirse, que el sistema a estudiar puede 
representarse aproximadamente como la convección libre alrededor de un cilindro. 
 
Las magnitudes de las velocidades asociadas a la convección natural suelen ser sumamente 
pequeñas, sin superar los 2 m/s [MILLS], por lo que los coeficientes de transferencia de calor 
suelen ser normalmente inferiores a los de convección forzada; un valor típico en gases es de 
alrededor de 5 W/m2K, y se debe analizar si la convección por radiación que sucede 
simultáneamente es despreciable o no. En convección libre también hay grados de turbulencia 
que determinan diferentes regímenes flujo: laminar, transición y turbulento. 
 
Aunque estos coeficientes de transferencia de calor por convección libre son relativamente 
pequeños, muchos dispositivos dependen de este modo de transferencia para su enfriamiento 
como el caso de las unidades electrónicas; debido al calor interno las temperaturas de estos 
cuerpos se elevan por encima de la ambiental, conforme la diferencia de temperaturas se 
incrementa, también lo hace la transferencia de calor, hasta que se alcanza un estado de 
equilibrio en el que la razón de generación de calor es igual a la razón de disipación de calor. 
 
La convección natural es el mecanismo de flujo de calor predominante en los radiadores de 
vapor, los muros de edificios, el cuerpo humano en aire -ambos en reposo-, el almacenamiento 
de materiales, etc., por lo que para determinar la carga de calor de dispositivos calefactores, 
aire acondicionado y artefactos electrónicos, y también para cuantificar las pérdidas de calor en 
los tubos que transportan vapor u otros fluidos calientes, o en el enfriamiento de superficies 
contenedoras de reacciones nucleares por fisión de calor, etc. se hace necesario conocer los 
coeficientes de transferencia de calor por convección libre [KREITH]. 
En lugar del número de Reynolds empleado en convección forzada, en la convección Libre o 
Natural la turbulencia es cuantificada por el número de Grashof, ܩݎ, o el número de Rayleigh 
ܴܽ. 
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El número de Grashof indica la proporción o razón entre las fuerzas de empuje y las fuerzas 
inerciales, y se puede calcular a partir de las propiedades del fluido y la geometría, de esta 
manera: 
ܩݎ ൌ ܨݑ݁ݎݖܽݏ ݀݁ ݁݉݌ݑ݆݁ܨݑ݁ݎݖܽݏ ݒ݅ݏܿ݋ݏܽݏ ൌ
݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮ௖ଷ
߭ଶ ൌ
ߩଶ݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮ௖ଷ
ߤଶ  
Mientras que el Número de Rayleigh se define como el producto entre los número de Grasohf, 
ܩݎ, y Prandtl,  ܲݎ.  
ܴܽ ൌ ܩݎܲݎ ൌ ݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮ௖
ଷ
߭ଶ ·
ܿ௉ߤ
݇ ൌ
ߩ݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮ௖ଷܿ௉ሺߩߤሻ
߭ଶ݇ ·ൌ
݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮ௖ଷܿ௉ߩ߭
߭ଶ݇
ൌ ݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮ௖
ଷ
߭ቀ݇ ܿ௉ߩൗ ቁ
ൌ ݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮ௖
ଷ
߭ߙ  
El coeficiente de transferencia de calor por convección se encuentra a partir del número de 
Nusselt, ܰݑ, que relaciona el calor convectivo con el calor conductivo de la siguiente manera: 
ܰݑ ൌ ܥ݈ܽ݋ݎ ܥ݋݊ݒ݁ܿݐ݅ݒ݋ܥ݈ܽ݋ݎ ܥ݋݊݀ݑܿݐ݅ݒ݋ ൌ
݄ܮ௖
݇  
 
Usualmente la longitud característica, ܮ௖, puede ser la longitud, ܮ, o el diámetro, ܦ, del cilindro 
dependiendo si se orienta de manera vertical u horizontal, respectivamente. 
Si el cilindro se encuentra orientado verticalmente, entonces lo más común es manejar un 
número de ܩݎ௅, ܴܽ௅ y ܰݑ௅, donde la longitud, ܮ, corresponde a la altura del cilindro. 
ܩݎ௅ ൌ ݃ߚ
| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮଷ
߭ଶ ;     ܴܽ௅ ൌ
݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮଷ
߭ߙ      ݕ     ܰݑ௅ ൌ
݄ܮ
݇  
Ahora si se encuentra orientado horizontalmente, entonces se trabaja un número de ܩݎ஽, ܴܽ஽ y 
ܰݑ஽: 
 ܩݎ஽ ൌ ݃ߚ
| ௪ܶ െ ஶܶ|ܦଷ
߭ଶ ;     ܴܽ஽ ൌ
݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܦଷ
߭ߙ      ݕ     ܰݑ஽ ൌ
݄ܦ
݇  
 
1.5 DESCRIPCIÓN DE ALGUNOS MÉTODOS EXPERIMENTALES PARA DETERMINAR 
COEFICIENTES DE TRANSFERENCIA DE CALOR EN CONVECCIÓN LIBRE 
 
Las soluciones analíticas son complejas y difíciles, para muchas configuraciones, por lo que 
mucha de la información de diseño viene de estudios experimentales. De lo consultado en la 
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literatura referente a los métodos experimentales para determinar el coeficiente de 
transferencia de calor, puede observarse y clasificarse dos métodos generales: 
 
 Métodos desarrollados únicamente con base en la ley de enfriamiento de Newton ሶܳ ൌ
݄ܣሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ. 
 Métodos basados en las mediciones del campo de velocidad y de temperaturas del fluido y 
combinados con la ley de enfriamiento de Newton ሶܳ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ. 
 
1.5.1 Métodos desarrollados únicamente con base en la ley de enfriamiento de Newton 
ࡽሶ ൌ ࢎ࡭ሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ. 
 
 
Figura 1.6 Experimento para medir el coeficiente promedio de transferencia de calor por convección. 
[INCROPERA] 
 
Para flujo externo, un arreglo experimental que suele usarse para una determinada geometría 
de la superficie se muestra en la Figura 1.6. El sistema es calentado eléctricamente por una 
resistencia interna, para mantener una diferencia de temperatura entre la superficie sólida y el 
fluido, la cual se mide utilizando termocuplas: una situada en la superficie sólida y otra situada 
en el seno del fluido, con lo cual puede determinarse la diferencia de temperatura ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ. 
Adicionalmente es necesario medir experimentalmente directa o indirectamente:  
 
- El flujo de calor que atraviesa el sistema en estado estacionario, que corresponde a la 
potencia suministrada por la red eléctrica al elemento calefactor (que es función de la 
corriente y el voltaje del circuito). 
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- El área de transferencia de calor y la diferencia de temperatura entre la superficie sólida y el 
fluido ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ.  
 
Posteriormente utilizando la Ley de Enfriamiento de Newton, se determina experimentalmente 
el coeficiente como 
ࢎ ൌ ࡽሶ࡭ሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ 
 
 
Figura 1.7 Experimento de Convección Natural [KARLEKAR] 
Para la determinación experimental del coeficiente de transferencia de calor en convección libre 
(así como los factores que influyen en el mismo) entre un gas y una placa plana vertical u 
horizontal,  se muestra en la figura 1.7  un dispositivo que consta de un gran tanque dentro del cual 
se encuentra suspendida verticalmente u horizontalmente una superficie. Se llena el tanque con 
un gas transparente como nitrógeno, oxígeno o aire. Para calentar uniformemente la 
superficie se inserta una resistencia eléctrica, la cual está conectada a una fuente de voltaje. 
Se colocan termopares sobre la superficie y al interior del tanque, el cual está equipado con dos 
válvulas para purgar y cargar un gas cualesquiera. Se varía la transmisión de energía eléctrica con 
un reóstato y se miden la corriente y el voltaje para evaluar el flujo de calor suministrado 
[KARLEKAR]. 
 
Se cierra el interruptor, se entrega una determinada carga de calor y luego se deja transcurrir el 
tiempo suficiente para que la temperatura se estabilice. Despreciando las transferencias de 
calor por los alambres y elementos de soporte por conducción, se calcula el flujo de calor por 
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radiación, el cual se descuenta de la potencia calorífica total entregada, para así hallar el flujo 
de calor por convección, el cual permite hallar el coeficiente de transferencia de calor, con una 
exactitud satisfactoria.  
Si se incrementa el flujo de calor, aumenta la temperatura de la superficie y por consiguiente 
debe también crecer el valor del coeficiente de transferencia de calor. Una variación del  
coeficiente también se observa cambiando el gas, la geometría o el tamaño de la superficie, por 
ejemplo para una superficie vertical doblar la altura puede llevar a una reducción del 20% del 
coeficiente aproximadamente [KARLEKAR]  
 
1.5.2 Métodos basados en las mediciones del campo de velocidades y de temperaturas 
del fluido y combinados con la ley de enfriamiento de Newton ࡽሶ ൌ ࢎ࡭ሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ. 
 
En estos métodos mediante interferogramas y métodos de visualización de flujos se pueden 
visualizar tanto las líneas isotermas como las líneas de corriente y con ello es posible inferir el 
campo vectorial de velocidades asociado. Así puede medirse experimentalmente la velocidad y 
la temperatura del fluido en contacto con una superficie de temperatura diferente. Conocida 
experimentalmente la distribución de temperatura y la distribución de velocidad, puede 
determinarse el espesor de la capa límite térmica e hidrodinámica y con toda esta información 
utilizando las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y la ecuación de energía y 
combinando con la ley de enfriamiento de Newton se logra finalmente determinar el coeficiente 
de transferencia de calor. 
 
Similar a la convección forzada, hay casos donde, por la configuración estudiada, normalmente 
se dificulta hallar analíticamente los perfiles de temperaturas y velocidades, se hace entonces 
necesario recurrir a las medidas experimentales para obtener dichas relaciones. La convección 
natural o forzada, en régimen turbulento, requiere de datos experimentales, pero el problema 
es más agudo en la convección natural que en la forzada, dado que las velocidades son 
normalmente tan pequeñas que son realmente difíciles de medir [HOLMAN].  
 
A pesar de las dificultades experimentales, se han realizado medidas de velocidad utilizando 
técnicas de burbuja de hidrógeno [VLIET], anemometría de hilo caliente [CHEESEWRIGHT] y 
anemómetros de fibra de cuarzo. La anemometría láser [FLACK] es particularmente útil para 
las medidas de convección natural, ya que no se perturba el campo fluido. 
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Para la determinación del campo de temperaturas se usa le técnica del interferómetro de 
Zehnder-Mach. Un interferómetro típico, que se utiliza para estudios de transferencia de calor 
consta de una fuente de luz monocromática, una fuente para colimar el haz de luz, un par de 
placas separadoras, un par de espejos y una pantalla. El haz colimado pasa a través de una 
placa separadora A de tal modo que cambia su curso 90°. Este rayo desviado, rayo 1, se refleja 
90° y pasa a través de la sección de prueba, que contiene un cuerpo caliente, tal como una 
placa. Ya que la placa se encuentra a una temperatura mayor que la del aire de la vecindad, 
existe una variación de temperatura dentro del aire que rodea la placa. Además, ya que la 
densidad del aire depende de su temperatura, el haz 2 pasa a través de aire que tiene 
gradientes de densidad. La longitud de onda de la luz, varia con la densidad del aire, así que la 
distancia óptica para el haz 2 es diferente que para el haz 1. Estos dos haces contienen rayos 
que difieren en una longitud de onda o mas, y además de otros rayos que difieren en media 
longitud de onda o múltiplo. La placa separadora B combina estos rayos y el haz combinado se 
proyecta en la pantalla. Además, ya que los haces 1 y 2 parten de la misma fuente, ambos son 
coherentes y pueden interferir el uno con el otro. El haz combinado que parte de la segunda 
placa separadora es una onda nueva de la misma frecuencia y longitud de onda pero del doble 
de amplitud del haz colimado original, dando por resultado franjas oscuras y claras alternadas 
sobre la pantalla [KARLEKAR].  
 
 
Figura 1.8 Esquema de un interferómetro [KARLEKAR] 
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El interferómetro es básicamente un instrumento que se usa para medir el índice de refracción, 
el cual está relacionado con la densidad. Por medio de una ecuación de estado de los gases, 
se calcula la temperatura partiendo de la densidad y presión conocidas. Una región de líneas 
oscuras muy juntas representa una región de cambios de temperatura rápidos y viceversa.  
Estos campos se pueden apreciar en la Figura 1.9. Cabe anotar que en superficies calientes 
verticales los interferogramas muestran que en el inferior de la superficie existe una capa límite 
cuyo espesor no es cero, como suele asumirse en la solución analítica. Además muestran que 
para una lamina o un cilindro vertical las isotermas presenta un perfil parabólico respecto al eje 
axial, y que en cilindros horizontales calientes el campo de temperatura no es simétrico 
respecto al eje, y las líneas tienden a alejarse a la parte superior del cilindro.  
 
 
Figura 1.9 Interferogramas  de isotermas de convección libre en una pared  
vertical (izq.) [HOLMAN] y en un cilindro inclinado (der.) [MARTINENKO] 
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2. PREDICCIÓN DEL COEFICIENTE 
 
El Capítulo 1 trató sobre generalidades y algunos elementos conceptuales descriptivos 
relacionados con la parte teórica y experimental de la transferencia de calor por convección. En 
este capítulo, el trabajo continúa con los métodos teóricos para determinar coeficientes de 
transferencia de calor en convección sobre sistemas cilíndricos. Se aplicaran estos métodos 
para generar algunas ecuaciones teóricas del número de Nusselt para convección libre y 
externa en cilindros, siendo expresiones que se encuentran disponibles en la literatura.  
En el Capítulo 3 los proponentes de esta tesis generaran sus propias correlaciones teóricas 
originadas al aplicar los métodos teóricos al problema específico que se quiere modelar en este 
proyecto.  
Se expone la revisión del estado del arte en torno a la predicción y luego la descripción de los 
métodos diferencial e integral aplicados a algunos casos de interés del cilindro con el fin de 
mostrar el dominio de los métodos. 
 
2.1 ESTADO DEL ARTE 
 
A partir de una minuciosa revisión de las ecuaciones, correlaciones y expresiones de la 
literatura se extrajeron las distintas opciones ya sean de origen teórico (Análisis de la 
Convección) o de origen práctico (Correlaciones Empíricas) que permiten predecir el 
coeficiente de transferencia de calor para el caso de estudio: Convección libre alrededor de 
cilindros verticales y horizontales. 
 
2.1.1 Análisis de la Convección 
L. Lorenz (1881) fue el primero en resolver el problema de transferencia de calor en una pared 
vertical calentada, por convección libre, postulando que el fluido cercano a la superficie se 
mueve en forma vertical hacia arriba, donde el componente horizontal de la velocidad son 
insignificantes.  
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Schmidt y Beckman en 1930 realizaron un trabajo donde mostraron que los postulados de 
Lorenz debían refinarse. Los datos de Saunder confirmaron dicho cuestionamiento.  
Las ecuaciones diferenciales para convección libre en una pared plana fueron resueltas por 
Ostrach (1952) con número de Prandtl desde 0.01 a 1000. Pohlhaunsen resolvió el modelo 
para el aire introduciendo una función corriente y una parámetro de similitud, y encontró que el 
valor máximo de velocidad se encontraba dentro de la capa límite. Este último también convirtió 
las ecuaciones diferenciales parciales que gobiernan el fenómeno en una ecuación diferencial 
ordinaria. Squire presentó una solución aproximada usando el método integral [KARLEKAR]. 
Para un cilindro vertical y basándose en la hipótesis aproximada de Langmuir de capa limite 
estacionaria de una superficie curva, Elenbaas (1948) planteó: 
ܰݑ஽ ൌ 0.6 ൬ܦܮ൰
ଵ/ସ
ܴܽଵ ସ⁄ ݁ݔ݌ ൬ 2ܰݑ஽൰ 
Si ܦ ՜ ∞ se tiene que  
ܰݑ஽ ൌ 0.6ܴܽଵ ସ⁄  
solución que corresponde a una pared plana. 
Los métodos de similaridad fueron luego abordados para resolver las ecuaciones diferenciales  
parciales de conservación en su forma integral, en el caso de un cilindro. 
Así Sparrrow y Gregg (1956) obtuvieron la solución a las ecuaciones de conservación 
empleando métodos de similaridad y encontraron que cuando ܦ ܮ⁄  no es tan grande no se 
pueden ignorar los efectos de curvatura. De hecho el criterio para tratar un cilindro vertical igual 
que una pared plana vertical fue dado además por Gebhart:   
ܦ
ܮ ൒
35
ܩݎଵ ସ⁄  
Las soluciones distan menos del 5% de la solución de pared plana para Pr desde 0.72 a 1.0. 
LeFevre y Ede (1956) emplearon un método integral con el fin de solucionar las ecuaciones de 
gobiernan el fenómeno obteniendo la siguiente expresión del número de Nusselt promedio en 
régimen laminar [BEJAN]: 
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ܰݑതതതത ൌ ത݄ܮ݇ ൌ
4
3 ቈ
7ܩݎ · ܲݎଶ
5ሺ20 ൅ 21ܲݎሻ቉
ଵ ସ⁄
൅ 4ሺ272 ൅ 315ܲݎሻܮ35ሺ64 ൅ 63ܲݎሻܦ  
Donde tanto ܰݑതതതത y  ܩݎ estan basados en la altura, ܮ, del cilindro. 
Los cilindros horizontales y las esferas son configuraciones que no dan lugar a similitud para 
encontrar la solución de las ecuaciones que gobiernan el fenómeno, por lo que se hace 
necesario abordar otros métodos.  
Hermann (1936) dedujo una expresión para cilindros horizontales en régimen laminar 
resolviendo las ecuaciones diferenciales por el método de no similaridad, estableciendo que 
para aire: 
ܰݑതതതത஽ ൌ 0.372ܩݎ஽ଵ ସ⁄  
Merk y Prins (1953-1954) obtuvieron para cilindros horizontales en régimen laminar, una 
solución empleando el método integral y asumiendo espesores iguales entre las capas limite 
térmica e hidrodinámica [BEJAN]: 
ܰݑതതതത஽ ൌ ܥሺܲݎሻሺܩݎ஽ܲݎሻଵ ସ⁄ ൌ ܥሺܲݎሻܴܽ஽ଵ ସ⁄  
Para valores de ܲݎ de 0.7 (aire) el valor de la constante, ܥሺܲݎሻ fue calculado como 0.436. 
Minkowycz y Sparrow (1974) obtuvieron resultados analíticos para cilindros verticales 
isotérmicos, aplicando el método de no similaridad local y así lograron una solución numérica 
para Prandtl 0.733. Demostraron que si ሺܦ ܮ⁄ ሻܩݎ௅ଵ ସ⁄ ൌ 0.6 el coeficiente de transferencia de 
calor de un cilindro vertical isotérmico es a lo mas 4 veces el calculado para una placa vertical. 
Cebeci (1974) generó resultados numéricos sobre cilindros delgados, mientras que cuerpos de 
simetría axial fueron abordados en una revisión realizada por Gebhart (1988). 
 
2.1.2 Correlaciones Empíricas 
Para obtener una correlación empírica el procedimiento experimental debe ser repetido para 
una variedad de condiciones de prueba, en las que se puede cambiar la velocidad del fluido 
ݑஶ, la(s) longitud(es) característica(s) de la geometría, la naturaleza del fluido, tal que tengan 
sustancialmente números distintos de números de Prandtl como aire, agua y aceite. Los 
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distintos resultados de los números de Nusselt se linealizan con respecto a Grashof y Prandtl, 
que pueden ser ajustados en una correlación cuya forma más usual es: 
ܰݑ ൌ ܰݑሺܩݎ, Prሻ ൌ ܥܩݎ௠ܲݎ௡   ó    ܰݑ ൌ ܥሺܩݎPrሻ௡ ൌ ܥܴܽ௡ 
Donde ܥ, ݉ y ݊ son constantes determinadas en la mayoría de casos experimentalmente y en 
contadas configuraciones son deducidas. Estas constantes son independientes de la 
naturaleza del fluido, ya que ésta se cuantifica en el número de Prandtl. 
La limitación principal de las correlaciones es que raramente proveen valores exactos para la 
coeficientes convectivos, ya que una gran variedad de condiciones que dependen del tipo del 
fluido, la turbulencia del mismo y la rugosidad de la superficie, no son muy tenidas en cuenta, 
por lo que se pueden incurrir en errores hasta del 25% al usar estas expresiones [BLAIR]. 
Se aclara que los valores de estos grupos adimensionales pueden ser locales o promedios. 
Para aclarar esto se escriben los valores locales y promedios de la siguiente manera: 
Axiales: 
ܩݎ௭ ൌ ݃ߚ
| ௪ܶ െ ஶܶ|ݖଷ
߭ଶ ;     ܴܽ௭ ൌ
݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ݖଷ
߭ߙ      ݕ     ܰݑ௭ ൌ
݄ݖ
݇  
ܩݎ௅ ൌ ݃ߚ
| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮଷ
߭ଶ ;     ܴܽ௅ ൌ
݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܮଷ
߭ߙ      ݕ     ܰݑ௅ ൌ
݄ܮ
݇  
Radiales:  
ܩݎ௥ ൌ ݃ߚ
| ௪ܶ െ ஶܶ|ݎଷ
߭ଶ ;     ܴܽ௥ ൌ
݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ݎଷ
߭ߙ      ݕ     ܰݑ௥ ൌ
݄ݎ
݇  
ܩݎ஽ ൌ ݃ߚ
| ௪ܶ െ ஶܶ|ܦଷ
߭ଶ ;      ܴܽ஽ ൌ
݃ߚ| ௪ܶ െ ஶܶ|ܦଷ
߭ߙ      ݕ     ܰݑ஽ ൌ
݄ܦ
݇  
Mientras que para los valores promedio del número de Nusselt, se acostumbra o no a colocar 
una barra: 
ܰݑ஽ ൌ ܰݑതതതത஽ ൌ
ത݄ܦ
݇   ó    ܰݑ௅ ൌ ܰݑതതതത௅ ൌ
ത݄ܮ
݇     
 
2.1.2.1 Cilindros Verticales 
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Para cilindros verticales con un flujo de calor constante se tiene [JANNA]: 
ܰݑതതതത஽ ൌ ܥ ൬ܴܽ஽ ܦܮ൰
௡
 
܀܉۲ ۲ۺ C n 
൑0.05 0.93 0.05 
0.05-104 1.37 0.16 
൒104 0.6 0.25 
Tabla 2.1 Constantes para la ecuación de convección libre en cilindros verticales 
Todos los valores de las propiedades se determinan a la temperatura de película, ௙ܶ, que 
corresponde al promedio aritmético entre la temperatura de pared,  ௪ܶ, y la temperatura del 
seno del fluido ஶܶ, excepto el coeficiente de expansión térmica, , que en el caso de gases se 
determina a ஶܶ. 
௙ܶ ൌ 12 ሺ ௪ܶ ൅ ஶܶሻ 
Se recuerda que para un gas ideal como el aire  
ߚ ൌ 1
ஶܶ
 
Una correlación general recomendada por Yang para regiones en régimen laminar y turbulento 
tiene la forma [POPIEL]: 
ܰݑതതതത௅ ൌ ൝0.60 ൬ܮܦ൰
଴.ହ
൅ 0.387ܴܽ௅
ଵ ଺⁄
ሾ1 ൅ ሺ0.492 ܲݎ⁄ ሻଽ ଵ଺⁄ ሿ଼ ଶ଻⁄ ൡ
ଶ
 
Los valores de los cálculos numéricos obtenidos por Cebeci para un parámetro de curvatura 
ߦ ൌ √32ܩݎ௅଴.ଶହ
ܪ
ܦ ൏ 5 
pueden ser representados por la ecuación simple, para ܲݎ ൌ 0.72, en la región laminar 
[POPIEL]: 
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ܰݑതതതത௅ ൌ ܰݑതതതത௅,௉௉ ൤1 ൅ 0.300 ൬32଴.ହܩݎ௅ି ଴.ଶହ ܮܦ൰൨
଴.ଽ଴ଽଵ
 
donde ܰݑതതതത௅,௉௉ corresponde al de una pared plana vertical, dado por la correlación teórica 
[KARLEKAR]: 
ܰݑതതതത௅,௉௉ ൌ 0.677ܲݎଵ ଶ⁄ ሺ0.952 ൅ ܲݎሻିଵ ସ⁄ ܩݎ௅ଵ ସ⁄  
o también por la correlación empírica desarrollada por Churchill y Chu para una placa vertical 
de altura, ܮ, y con un borde frontal abrupto para flujo laminar [MILLS] : 
ܰݑതതതത௅,௉௉ ൌ 0.68 ൅ 0.670ሺܴܽ௅߰ሻଵ ସ⁄  
donde la función del número de Prandtl, ߰, definida por Churchill y Usagi se define como: 
߰ ൌ ቈ1 ൅ ൬0.492ܲݎ ൰
ଽ ଵ଺⁄
቉
ିଵ଺ ଽ⁄
 
Los valores de Cebeci también pueden ser aproximados por una ecuación validada para 
números de Prandtl entre 0.01-100, es decir,   0.01 ൑ ܲݎ ൑ 10 [POPIEL]: 
ܰݑതതതത௅ ൌ ܰݑതതതത௅,௉௉ ൤1 ൅ ܤ ൬32଴.ହܩݎ௅ି ଴.ଶହ ܮܦ൰൨
஼
 
donde: 
ܤ ൌ 0.0571322 ൅ 0.20305ܲݎି଴.ସଷ 
ܥ ൌ 0.9165 െ 0.0043ܲݎ଴.ହ ൅ 0.01333݈݊ܲݎ ൅ 0.0004809 ܲݎ⁄  
Popiel obtuvo una correlación a partir del enfriamiento de un cilindro en estado transitorio que 
tiene una incertidumbre promedio de 3.5% con un 95% de confianza, válida para: 
 10଼ ൏ ܴܽ௅ ൏ 1,1 ൈ 10ଽ, y,  ܮ ܦ ൏ 60⁄ : 
ܰݑതതതത௅ ൌ ܣܴܽ௅௡ 
donde:  
ܣ ൌ 0.519 ൅ 0.03454 ൬ܮܦ൰ ൅ 0.0008772 ൬
ܮ
ܦ൰
ଶ
൅ 8.855 ൈ 10ି଺ ൬ܮܦ൰
ଷ
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y 
݊ ൌ 0.25 െ 0.00253 ൬ܮܦ൰ ൅ 1.152 ൈ 10
ିହ ൬ܮܦ൰
ଶ
 
La dependencia generalizada de transferencia de calor por convección libre en un gas tanto 
para flujo laminar y como turbulento alrededor de un cilindro vertical está dada por la expresión 
de Kuehn [MARTINENKO]: 
ܰݑ஽ ൌ 2 ݈݊ ቎1 ൅ 2 ൝ቆ0.67ሺܴܽ஽ ܦ ܮ⁄ ሻଵ ସ⁄ ൣ1 ൅ ሺ0.599 ܲݎ⁄ ሻଷ ହ⁄ ൧ି
ହ
ଵଶቇ
ଵହ
൅ ቀ0.1ܴܽ஽ଵ ଷ⁄ ቁ
ଵହൡ
ଵ ଵହ⁄
ൗ ቏൘  
que es válida para: 
0.01 ൑ ܦ ܮ⁄ ൑ 1,     0 ൑ ܲݎ ൑ 1,     10ିହ ൑ ܴܽ஽ ൑ 10ଵଷ   ݕ     ௙ܶ ൌ ൫ ௪ܶ ൅ ௙ܶ൯/2 
 
2.1.2.2 Cilindros Horizontales 
 
Para 10ଷ ൑ ܩݎ ൑ 10ଽ y ܲݎ ൒ 0.5 se correlacionaron los datos experimentales de Eckert y 
Soehnghen [KREITH]: 
ܰݑതതതത஽ ൌ 0.53ሺܩݎ஽ܲݎሻଵ ସ⁄  
En forma más general, para un cilindro isotérmico, Morgan sugiere una expresión de la forma 
[INCROPERA]: 
ܰݑതതതത஽ ൌ ܥܴܽ஽௡  
RaD C n 
10-10-10-2 0.675 0.058 
10-2-102 1.020 0.148 
102-104 0.850 0.188 
104-107 0.480 0.250 
107-1014 0.125 0.333 
Tabla 2.2  Constantes para la ecuación de convección libre en cilindros horizontales 
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Churchill y Chu dan la siguiente correlación válida para 10ି଺ ൑ ܴܽ஽ ൑ 10ଽ[MILLS]: 
ܰݑതതതത஽ ൌ 0.36 ൅ 0.518ܴܽ஽
ଵ ସ⁄
ሾ1 ൅ ሺ0.559 ܲݎ⁄ ሻଽ ଵ଺⁄ ሿସ ଽ⁄   
Cuando ܴܽ஽ ൒ 10ଽ ocurre transición de una capa limite laminar a una turbulenta y el aumento 
del número de Nusselt con el número de Rayleigh es mayor [MILLS]:  
ܰݑതതതത஽ ൌ ൝0.60 ൅ 0.387ܴܽ஽
ଵ ଺⁄
ሾ1 ൅ ሺ0.559 ܲݎ⁄ ሻଽ ଵ଺⁄ ሿ଼ ଶ଻⁄ ൡ
ଶ
 
Por el método de la capa limite, Kuehn deduce [MARTINENKO]: 
ܰݑ஽ ൌ 2 ݈݊ ቎1 ൅ 2 ൝ቆ0.518ܴܽ஽ଵ ସ⁄ ൣ1 ൅ ሺ0.599 ܲݎ⁄ ሻଷ ହ⁄ ൧
ି ହଵଶቇ
ଵହ
൅ ቀ0.1ܴܽ஽ଵ ଷ⁄ ቁ
ଵହൡ
ଵ ଵହ⁄
ൗ ቏൘  
En la región de régimen laminar para ܴܽ஽ ൐ 1, la aproximación que realiza Churchill se puede 
aplicar con un error del 4.5% [MARTINENKO]: 
ܰݑଵ ଶ⁄ ൌ 0.36ଵ ଶ⁄ ൅ ൤ ܴܽ஽300ሾ1 ൅ ሺ0.5 ܲݎ⁄ ሻଽ ଵ଺⁄ ሿଵ଺ ଽ⁄ ൨
ଵ ଺⁄
 
 
2.2 CONSIDERACIONES GENERALES 
 
Existe una apreciable cantidad de problemas de interés práctico acerca de la transferencia de 
calor por convección natural sobre cuerpos de forma arbitraria y compleja. En la mayoría de los 
casos, la superficie en la que se desarrolla el flujo es curvilínea y el ángulo ࢽ, entre el vector de 
gravedad, ࢍ y su proyección a un plano tangente a la superficie, está cambiando como lo hace 
el flujo que se mueve desde el borde de la entrada a lo largo de la superficie. En algunos 
casos, la curvatura de la superficie es pequeña, y entonces la superficie se puede tratar 
aproximadamente como plana y los numerosos datos disponibles en superficies planas 
verticales e inclinadas se pueden utilizar. 
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Figura 2.1 Patrón de Flujo en superficies curvas [MARTINENKO] 
 
Las características especiales de transferencia de calor en una superficie curvada también se 
manifiestan en una delgada capa límite. Los efectos causados por la curvatura del cuerpo son 
especialmente significativos en pequeños y moderados números de Grashof. En la capa 
adyacente a la superficie, el principal mecanismo de transferencia de calor es por conducción. 
El coeficiente de transferencia de calor por convección del problema en cuestión, tiene las 
siguientes características: 
 Convección: Libre 
 Flujo: Externo 
 Régimen: Laminar 
 Sin cambio de fase 
 Superficie caliente, ௪ܶ ൐ ஶܶ  
 Fluido: Newtoniano, Aire 
 Superficie: Cilindro Circular 
 Estado: Estacionario 
Consideraciones Generales: 
 No se tiene en cuente el efecto del extremo semiesférico del bulbo, ni tampoco la unión 
entre el bulbo y la columna, además se asume la transferencia de calor sólo por la 
superficie lateral del cilindro.  
 Si el número de Rayleigh es inferior de alrededor de 109, el flujo de capa limite será 
laminar  [MILLS]. 
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 El aire se asume como flujo incompresible, lo que implica que el número de Mach sea 
menor de 0.3, es decir: ܯ ൏ 0.3. Si se toma la velocidad estándar del sonido en aire de 
340 m/s, ݒ௦ ൌ 340 ݉/ݏ, entonces la máxima velocidad que podría tener el aire para ser 
flujo incompresible, seria de: 
ܵ݅      ܯ ൌ ݒݒ௦   ݕ   ܯ ൏ 0.3 ݐ݁݊݁݉݋ݏ: 
ݒ
ݒ௦ ൏ 0.3     ׵     ݒ ൏ 0.3ݒ௦ ൌ 0.3 · 340 
݉
ݏ ൌ 102
݉
ݏ  
 
Luego la velocidad máxima permisible para tratar el aire como flujo incompresible es 
ݒ௠á௫ ൌ 102 ݉ ݏ⁄ . Como ya se había enunciado en el Capítulo 1, “las velocidades 
asociadas a la convección natural suelen ser sumamente pequeñas, sin superar los 2 
m/s” [MILLS], por lo tanto si el aire estuviera a esa velocidad estamos apenas en un 
1.96% del límite para dejar de ser incompresible. 
 
El flujo de convección libre sobre un cilindro vertical se 
encuentra en muchos casos de aplicación tales como haces 
de tubos en los reactores nucleares, resistencias cilíndricas, 
etc. por lo tanto las características especiales de estos flujos 
son de interés especial para la investigación. 
Si se considera una superficie caliente rodeada de un fluido 
frío, el flujo es impulsado por una fuerza de empuje debida a 
los gradientes de densidad en la región adyacente a la 
superficie caliente. Se parte del hecho de que la velocidad en la pared tiene un valor de cero y 
que empieza a incrementarse alcanzando un máximo y luego tiende a cero al alejarnos de la 
pared hacia el seno del fluido; este máximo ocurre dentro de la capa límite térmica.  Este 
comportamiento de la velocidad se explica porque al distanciarse de la superficie la viscosidad 
disminuye (por ende la velocidad tiende a aumentar), y la diferencia de densidad se va 
reduciendo (por ende la velocidad también tiende a disminuir); a la larga la fuerza de flotación 
(que es la fuerza impulsora de la convección libre) disminuye conforme la densidad del fluido 
tiende al valor del fluido circundante, lo que provoca que la velocidad primero alcance un 
máximo y luego tienda a cero al alejarse de la superficie caliente.  
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Figura 2.2 Perfil de la capa limite sobre un cilindro vertical caso de caliente (der.) y frío (izq.) [BEJAN] 
 
Las velocidades locales ascendentes van creciendo al aumentar la distancia desde la parte 
inferior, ya que el fluido que se aloja por debajo se encuentra estancado. Cerca a la superficie 
las velocidades aumentan con mayor rapidez por el marcado efecto de la viscosidad, mientras 
que la diferencia de densidades afecta con menos impacto. Lejos de la superficie la viscosidad 
es mucho más grande, por ende la velocidad tiene a reducirse y además los gradientes de 
temperatura también.  
Los campos de temperatura son similares a los de convección forzada, como también lo son 
las características de ambos tipos de capas limites. La influencia de la curvatura transversal se 
incrementa con la distancia axial desde el fondo del cilindro (axial) [MARTINENKO].   
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Figura 2.3 Interferogramas de convección libre externa en cilindros verticales [MARTINENKO] 
 
2.3 MÉTODO DIFERENCIAL 
Las ecuaciones diferenciales de conservación de materia (continuidad), cantidad de 
movimiento y energía en coordenadas cilíndricas, pueden ser encontradas haciendo los 
respectivos balances sobre un elemento diferencial de volumen, o simplemente retomadas de 
una referencia  [BIRD].  
Continuidad:  
߲ߩ
߲ݐ ൅
1
ݎ
߲
݀ݎ ሺߩݎݒ௥ሻ ൅
1
ݎ
߲
݀ߠ ሺߩݎݒఏሻ ൅
߲
߲ݖ ሺߩݒ௭ሻ ൌ 0 
Cantidad de Movimiento: 
En función de los gradientes de velocidad para un fluido newtoniano con propiedades 
constantes. 
Componente r: 
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ߩ ቆ߲ݒ௥߲ݐ ൅ ݒ௥
߲ݒ௥
߲ݎ ൅
ݒఏ
ݎ
߲ݒ௥
߲ߠ െ
ݒఏଶ
ݎ ൅ ݒ௭
߲ݒ௥
߲ݖ ቇ
ൌ െ ߲݌߲ݎ ൅ ߤ ൥
߲
߲ݎ ൭
1
ݎ
߲
߲ݎ ሺݎݒ௥ሻ൱ ൅
1
ݎଶ
߲ଶݒ௥
߲ߠଶ െ
2
ݎଶ
߲ݒఏ
߲ߠ ൅
߲ଶݒ௥
߲ݖଶ ൩ ൅  ߩ݃௥ 
Componente ߠ: 
ߩ ൬߲ݒఏ߲ݐ ൅ ݒ௥
߲ݒఏ
߲ݎ ൅
ݒఏ
ݎ
߲ݒఏ
߲ߠ ൅
ݒ௥ݒఏ
ݎ ൅ ݒ௭
߲ݒఏ
߲ݖ ൰
ൌ െ 1ݎ
߲݌
߲ߠ ൅ ߤ ൥
߲
߲ݎ ൭
1
ݎ
߲
߲ݎ ሺݎݒఏሻ൱ ൅
1
ݎଶ
߲ଶݒ௥
߲ߠଶ ൅
2
ݎଶ
߲ݒఏ
߲ߠ ൅
߲ଶݒ௥
߲ݖଶ ൩ ൅  ߩ݃ఏ 
Componente z: 
ߩ ൬߲ݒ௭߲ݐ ൅ ݒ௥
߲ݒ௭
߲ݎ ൅
ݒఏ
ݎ
߲ݒ௭
߲ߠ ൅ ݒ௭
߲ݒ௭
߲ݖ ൰ ൌ െ
߲݌
߲ݖ ൅ ߤ ቈ
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൰ ൅
1
ݎଶ
߲ଶݒ௭
߲ߠଶ ൅
߲ଶݒ௭
߲ݖଶ ቉ ൅  ߩ݃௭ 
 
Energía: 
Para fluidos newtonianos en función de las propiedades de transporte constantes. 
ߩܥ௩ ൬߲߲ܶݐ ൅ ݒ௥
߲ܶ
߲ݎ ൅
ݒఏ
ݎ
߲ܶ
߲ߠ ൅ ݒ௭
߲ܶ
߲ݖ൰
ൌ ݇ ቈ1ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ܶ
߲ݎ൰ ൅
1
ݎଶ
߲ଶܶ
߲ߠଶ ൅
߲ଶܶ
߲ݖଶ ቉ ൅ 2ߤ ቊ൬
߲ݒ௥
߲ݎ ൰
ଶ
൅ ൤1ݎ ൬
߲ݒఏ
߲ߠ ൅ ݒ௥൰൨
ଶ
൅ ൬߲ݒ௭߲ݖ ൰
ଶ
ቋ
൅ ߤ ቊ൬߲ݒఏ߲ݖ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ߠ ൰
ଶ
൅ ൬߲ݒ௭߲ݎ ൅
߲ݒ௥
߲ݖ ൰
ଶ
൅ ൤1ݎ
߲ݒ௥
߲ߠ ൅ ݎ
߲
߲ݎ ቀ
ݒఏ
ݎ ቁ൨
ଶ
ቋ 
Consideraciones adicionales a las de ítem 2.2:  
 Fluido Newtoniano. 
 Se desprecia la disipación viscosa y de compresibilidad en la ecuación de energía. 
 Flujo laminar (laminas delgadas) en dirección z. 
 Propiedades constantes, excepto la densidad y viscosidad que cambian solo en 
dirección z. 
 Estado estacionario. 
 La pared tiene mayor temperatura que el fluido,  ௪ܶ ൐ ஶܶ (superficie caliente). 
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 La componente radial de la velocidad (en r) es mas pequeña que la componente axial 
(en z), ݒ௥ ا ݒ௭, es decir, el fluido asciende casi verticalmente, por tanto se desprecia la 
componente radial de la velocidad. La componente angular de la velocidad es cero. 
ݒఏ ൌ 0. 
 La temperatura no es función del ángulo. 
 Las velocidades ݒ௥ y ݒ௭ son funciones exclusivas de r y z. 
 
Figura 2.4 Capas laminares alrededor del cilindro vertical [MARTINENKO] 
Por todo lo anterior, las ecuaciones de conservación se reducen a: 
Continuidad: 
૚
࢘
ࣔ
ࣔ࢘ ሺ࢘࢜࢘ሻ ൅
ࣔ࢜ࢠ
ࣔࢠ ൌ ૙ 
Cantidad de Movimiento: 
Componente z 
ߩ ൬ݒ௥ ߲ݒ௭߲ݎ ൅ ݒ௭
߲ݒ௭
߲ݖ ൰ ൌ െ
߲݌
߲ݖ ൅ ߤ ቈ
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൰ ൅
߲ଶݒ௭
߲ݖଶ ቉ െ  ߩ݃ 
El gradiente de presión de la ecuación es una derivada total ya que solo depende de z y la 
gravedad es negativa porque va hacia abajo.  
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Lejos de la pared, los gradientes de velocidad son cero y esta ecuación se reduce a  
0 ൌ െ ݀݌݀ݖ െ  ߩஶ݃ 
Lo que permite encontrar el gradiente de presión: 
െ ݀݌݀ݖ ൌ  ߩஶ݃ 
Sustituyendo: 
ߩ ൬ݒ௥ ߲ݒ௭߲ݎ ൅ ݒ௭
߲ݒ௭
߲ݖ ൰ ൌ ߩஶ݃ ൅ ߤ ቈ
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൰ ൅
߲ଶݒ௭
߲ݖଶ ቉ െ  ߩ݃ 
ߩ ൬ݒ௥ ߲ݒ௭߲ݎ ൅ ݒ௭
߲ݒ௭
߲ݖ ൰ ൌ ߤ ቈ
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൰ ൅
߲ଶݒ௭
߲ݖଶ ቉ ൅ ሺߩஶ െ  ߩሻ݃ 
Dividiendo entre ߩ: 
ݒ௥ ߲ݒ௭߲ݎ ൅ ݒ௭
߲ݒ௭
߲ݖ ൌ
ߤ
ߩ ቈ
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൰ ൅
߲ଶݒ௭
߲ݖଶ ቉ ൅
ߩஶ െ  ߩ
ߩ ݃ 
A partir de la definición del coeficiente de expansión, se realiza la aproximación de Boussinesq: 
ߢ ൌ ߚ ൌ 1
v
൬߲v߲ܶ൰௉ 
Considerando que el volumen específico cambia muy poco con la presión, ya que los líquidos 
son incompresibles, y que en el caso de los gases,  los cambios de presión son despreciables 
porque la altura de trabajo es muy pequeña, y como también se había señalado anteriormente 
al ser el número de Mach menor de 0.3 se asume flujo incompresible, entonces es válido 
aproximar la densidad solo como función de la temperatura, por lo que es posible escribir:  
ߚ ൌ 1
v
൬߲v߲ܶ൰௉ ൎ
1
v
݀v
݀ܶ 
Y sabiendo que  ߩ ൌ ଵ
v
   ó   v ൌ ଵఘ    
se tiene que   ݀v ൌ ݀ ቀଵఘቁ ൌ ݀ߩିଵ ൌ െߩିଶ݀ߩ ൌ െ
ଵ
ఘమ ݀ߩ 
Al reemplazar: 
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ߚ ൌ 1
v
݀v
݀ܶ ൌ ߩ
݀v
݀ܶ ൌ ߩ ൬െ
1
ߩଶ
݀ߩ
݀ܶ൰ ൌ െ
1
ߩ
݀ߩ
݀ܶ 
ߚ ൌ െ 1ߩ
݀ߩ
݀ܶ 
Aproximando el diferencial: 
ߚ ൌ െ 1ߩ
݀ߩ
݀ܶ ൎ െ
1
ߩ
∆ߩ
∆ܶ ൌ െ
1
ߩ
ߩ െ ߩஶ
ܶ െ ஶܶ ൌ
1
ߩ
ߩஶ െ ߩ
ܶ െ ஶܶ 
ߚ ൌ 1ߩ
ߩஶ െ ߩ
ܶ െ ஶܶ 
Despejando: 
ߩஶ െ ߩ
ߩ ൌ ߚሺܶ െ ஶܶሻ 
Así la ecuación de cantidad de movimiento queda: 
ݒ௥ ߲ݒ௭߲ݎ ൅ ݒ௭
߲ݒ௭
߲ݖ ൌ ߭ ቈ
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൰ ൅
߲ଶݒ௭
߲ݖଶ ቉ ൅ ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻ 
Energía: 
ߩܥ௩ ൬ݒ௥ ߲߲ܶݎ ൅ ݒ௭
߲ܶ
߲ݖ൰ ൌ ݇ ቈ
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ܶ
߲ݎ൰ ൅
߲ଶܶ
߲ݖଶ ቉ 
Dividiendo por ߩܥ௩: 
ݒ௥ ߲߲ܶݎ ൅ ݒ௭
߲ܶ
߲ݖ ൌ
݇
ߩܥ௩ ቈ
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ܶ
߲ݎ൰ ൅
߲ଶܶ
߲ݖଶ ቉ 
Introduciendo la difusividad térmica: 
ݒ௥ ߲߲ܶݎ ൅ ݒ௭
߲ܶ
߲ݖ ൌ ߙ ቈ
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ܶ
߲ݎ൰ ൅
߲ଶܶ
߲ݖଶ ቉ 
El cambio de temperatura interviene en la ecuación de movimiento y la distribución de 
velocidad en la ecuación de energía, por tanto las ecuaciones están acopladas. 
45 
 
Hay que considerar que el transporte (tanto de energía como de cantidad de movimiento en la 
dirección axial, z)  debido a los mecanismos moleculares, es pequeño en comparación con el 
convectivo, razón por la cual se considera despreciar los términos de segundo orden:  
߲ଶݒ௭
߲ݖଶ ݕ 
߲ଶܶ
߲ݖଶ  
Así el sistema de tres ecuaciones a resolver es: 
Continuidad: 
[2-1] 
૚
࢘
ࣔ
ࣔ࢘ ሺ࢘࢜࢘ሻ ൅
ࣔ࢜ࢠ
ࣔࢠ ൌ ૙ 
Cantidad de Movimiento: 
Componente z 
[2-2] 
࢜࢘ ࣔ࢜ࢠࣔ࢘ ൅ ࢜ࢠ
ࣔ࢜ࢠ
ࣔࢠ ൌ
ࣇ
࢘
ࣔ
ࣔ࢘ ൬࢘
ࣔ࢜ࢠ
ࣔ࢘ ൰ ൅ ࢍࢼሺࢀ െ ࢀஶሻ 
Energía: 
[2-3] 
࢜࢘ ࣔࢀࣔ࢘ ൅ ࢜ࢠ
ࣔࢀ
ࣔࢠ ൌ
ࢻ
࢘
ࣔ
ࣔ࢘ ൬࢘
ࣔࢀ
ࣔ࢘൰ 
 
Estas 3 ecuaciones de conservación se resuelven sujetas a las siguientes condiciones de 
frontera: 
i. En la pared: 
En ݎ ൌ ܴ  ݕ  0 ൏ ݖ ൏ ܮ se tiene: ܶ ൌ ௪ܶ,  ݒ௥ ൌ 0, ݒ௭ ൌ 0 
ó 
 ܶሺܴ, 0 ൏ ݖ ൏ ܮሻ ൌ ௪ܶ  ٿ  ݒ௥ሺܴ, 0 ൏ ݖ ൏ ܮሻ ൌ 0, ݒ௭ሺܴ, 0 ൏ ݖ ൏ ܮሻ ൌ 0  
ii. En el seno del fluido: 
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En ݎ ՜ ∞  ݕ  0 ൏ ݖ ൏ ܮ se tiene: ܶ ൌ ஶܶ, ݒ௭ ൌ 0, డ௩೥డ௥ ൌ 0,     
ó 
lim௥՜ஶ ܶሺݎ, 0 ൏ ݖ ൏ ܮሻ ൌ ஶܶ  ٿ   lim௥՜ஶ ݒ௥ሺݎ, 0 ൏ ݖ ൏ ܮሻ ൌ 0,  lim௥՜ஶ
డ௩೥
డ௥ ൌ 0 
A continuación se explicarán varios métodos para resolver estas ecuaciones de conservación; 
el desarrollo en detalle de la resoluciones se encuentra en el Apéndice A. 
2.3.1 Resolución Por Semejanza o Análisis Dimensional  
La resolución del sistema anterior, de 3 ecuaciones diferenciales y acopladas, de manera 
analítica es muy difícil por su no linealidad. 
Dado un cilindro vertical de altura, ܮ, y diámetro, ܦ. Se introducen las siguientes variables 
adimensionales: 
ߠ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
ߠ ൌ ܶ െ ஶܶ
௪ܶ െ ஶܶ 
ߞ: ݀݅ݏݐܽ݊ܿ݅ܽ ݒ݁ݎݐ݈݅ܿܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
ߞ ൌ ݖܮ 
ߟ: ݀݅ݏݐܽ݊ܿ݅ܽ ݎ݈ܽ݀݅ܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
ߟ ൌ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻߥߙܮ ቉
ଵ ସൗ
ݎ 
߶௭: ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݒ݁ݎݐ݈݅ܿܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
߶௭ ൌ ൤ ߥ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻߙܮ൨
ଵ ସൗ ݒ௭ 
߶௭: ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݎ݈ܽ݀݅ܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
߶௥ ൌ ൤ ߥܮ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻߙଷ൨
ଵ ସൗ ݒ௥ 
47 
 
ܲݎ ൌ ܮ
ଷ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ߥଶ  
2.3.1.1 Ecuaciones y Condiciones Límite Adimensionales 
Adimensionalizando las ecuaciones de  conservación [2-1], [2-2] y [2-3]: 
߲
߲ߟ ሺߟ߶௥ሻ ൅
߲߶௭
߲ߞ ൌ 0 
1
ܲݎ ൬߶௥
߲߶௭
߲ߟ ൅ ߶௭
߲߶௭
߲ߞ ൰ ൌ
1
ߟ
߲
߲ߟ ൬ߟ
߲߶௭
߲ߟ ൰ ൅ ߠ 
߶௥ ߲ߠ߲ߟ ൅ ߶௭
߲ߠ
߲ߞ ൌ
1
ߟ
߲
߲ߟ ൬ߟ
߲ߠ
߲ߟ൰ 
Las condiciones limite de contorno o frontera adimensionales de estas ecuaciones son: 
 En la pared: 
Para  
 ߟ ൌ ܴܽ௅ଵ ସ⁄
ܴ
ܮ ൌ ܲݎ
ଵ ସ⁄ ܩݎଵ ସ⁄ ܴܮ 
para todo    0 ൏ ߞ ൏ 1 
se tiene 
ߠ ൌ 1 
߶௥ ൌ 0 
߶௭ ൌ 0 
 En el seno del fluido: 
En ߟ ՜ ∞   
para todo    0 ൏ ߞ ൏ 1 
se tiene 
ߠ ൌ 1 
߶௭ ൌ 0 
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߲ݒ௭
߲ߟ ൌ 0 
2.3.1.2 Solución 
El propósito principal al resolver las ecuaciones es obtener el flujo de calor transferido y para 
ello se requiere el coeficiente de transferencia de calor a través del Número de Nusselt medio, 
ࡺ࢛തതതത ൌ ࡺ࢛ࡸ. 
ሶܳ ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ ൌ ሶܳ௖௢௡௩௘௖௖௜ó௡ 
െ݇ܣ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ 
െ ߲߲ܶݎฬோ ൌ  
௪ܶ െ ஶܶ
ܮ ܴܽ௅ିଵ ସ⁄
 ߲ߠ߲ߟฬோ௔భ ర⁄ ோ௅
 
se tiene 
ܰݑ௅ ൌ ݄ܮ݇ ൌ െ
݇
ܮ ܴܽ௅
ଵ ସ⁄ ߲ߠ
߲ߟฬோ௔భ ర⁄ ோ௅
 · ܮ݇ ൌ െ ܴܽ௅
ଵ ସ⁄ ߲ߠ
߲ߟฬோ௔భ ర⁄ ோ௅
  
En el sistema de ecuaciones de conservación se observa que en la ecuación de cantidad de 
movimiento aparece el parámetro adimensional, número de Prandtl, ࡼ࢘, y en las condiciones 
limite aparece el número de Rayleigh, ࡾࢇ, además se recuerda que ࡾࢇ ൌ ࡳ࢘ࡼ࢘; como lo que 
se requiere, en número de Nusselt, ࡺ࢛, contiene el número de Rayleigh, ࡾࢇ, por ende es 
correcto establecer que: 
ࡺ࢛ࡸ ൌ ࢌሺࡾࢇࡸሻ ൌ ࢌሺࡳ࢘ࡸ, ࡼ࢘ሻ 
 
2.3.2 Resolución por Análisis de Escala  
Para el análisis de escala se requiere que todas la variables adimensionales queden 
parametrizadas, lo que se logra eligiendo valores característicos que garanticen que todas 
estas variables tengan un orden de magnitud de la unidad o menor. Este análisis indicara que 
términos de las ecuaciones diferenciales no son indispensables, además que también indica 
algo sobre la estructura y forma de la solución.  
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Se definen entonces las variables adimensionales: 
ݖכ ൌ ݖܮ ;     ݎ
כ ൌ ݎ∆ ;     ݒ௭
כ ൌ ݒ௭ܷ ;    ݒ௥
כ ൌ ݒ௥ሺ∆ ܮ⁄ ሻܷ ;     ܶ
כ ൌ  ܶ െ ஶܶ
௪ܶ െ ஶܶ 
Observe que la escala de ݒ௥ surge de la ecuación de continuidad: 
1
ݎ
߲
߲ݎ ሺݎݒ௥ሻ ൅
߲ݒ௭
߲ݖ ൌ 0 ՜ ݒ௥ ൌ െ
1
ݎ න ݎ
߲ݒ௭
߲ݖ ݀ݎ
௥
ோ
 
ܷ es la velocidad de escala y su magnitud apropiada se determina a partir de las ecuaciones. 
Se usa el espesor de la capa limite térmica, ∆, en la escala de ݎ y en todas las ecuaciones, en 
lugar de usar el espesor de la capa limite hidrodinámica, ߜ, para las ecuaciones de continuidad 
y cantidad de movimiento. Para ܲݎ ؄ 1, ߜ y ∆ tienen de hecho una magnitud similar, puesto que 
la fuerza de empuje produce un flujo en la capa límite térmica, si bien la velocidad máxima 
ocurre cerca de la pared. Para ܲݎ ب 1, ∆ es mucho menor que ߜ, ya que las fuerzas viscosas 
ejercen una fuerza de arrastre sobre el fluido que se encuentra fuera de la capa límite térmica, 
aunque es la fuerza de empuje la que impulsa al flujo, y la velocidad máxima, ܷ, debe ocurrir 
para un valor de ݎ ൏ ∆. Usando ∆ en las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento 
se garantiza que ߲ݒ௭כ ߲ݎכ⁄ , y ߲ݒ௥כ ߲ݎכ⁄  sean del orden de la unidad.  
Las ecuaciones de cantidad de movimiento y de energía a escala se obtienen sustituyendo las 
respectivas equivalencias de las varibles adimensionales en ecuaciones de  conservación [2-2] 
y [2-3]: 
Ecuación de Cantidad de Movimiento: 
ࢁ૛
ࡸ ൬࢜࢘
כ ࢁࣔ࢜ࢠכ
∆ࣔ࢘כ ൅ ࢜ࢠ
כ ࣔ࢜ࢠכ
ࣔࢠכ ൰ ൌ
ࣇࢁ
∆૛
ࣔ
࢘כࣔ࢘כ ൬࢘
כ ࣔ࢜ࢠכ
ࣔ࢘כ൰ ൅ ࢍࢼሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻࢀ
כ   
Ecuación de Energía: 
ࢁሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ
ࡸ ൬࢜࢘
כ ࣔࢀכ
ࣔ࢘כ ൅ ࢜ࢠ
כ ࣔࢀכ
ࣔࢠכ൰ ൌ
ࢻሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ
∆૛
ࣔ
࢘כࣔ࢘כ ൬࢘
כ ࣔࢀכ
ࣔ࢘כ൰ 
 
2.3.2.1 Número Prandtl Grande,  ܲݎ ب 1 
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Este caso es el límite cuando Prandtl es grande; para estos fluidos, ∆ا ߜ; la transferencia de 
calor está controlada por el interior de la capa límite, donde las fuerzas de inercia (aceleración) 
son despreciables y por tanto las fuerzas de empuje son equilibradas por las fuerzas viscosas. 
Por tanto en la ecuación adimensional de cantidad de movimiento se tiene: 
ߥܷ
∆ଶ ~ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ 
de donde: 
ܷ
∆ଶ ~ 
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ߥ  
Y por la ecuación de energía: 
ܷሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ܮ ~
ߙሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
∆ଶ  
de donde: 
ܷ∆ଶ~ߙܮ 
Resolviendo las ecuaciones  
ࢁ
∆૛ ~ 
ࢍࢼሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ
ࣇ  
ࢁ∆૛~ࢻࡸ 
con variables ࢁ y ∆. 
Se llega a  
∆
ܮ ~
1
൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻܮଷߥߙ ൨
ଵ ସ⁄  
∆
ࡸ ~
૚
ࡾࢇࡸ૚ ૝⁄
 
2.3.2.2 Número Prandtl Pequeño,  ܲݎ ا 1 
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Este caso es el límite cuando Prandtl es pequeño; la alta difusividad térmica de  estos fluidos, 
hace que ∆ب ߜ y por tanto la transferencia de calor está controlada por el exterior de la capa 
límite, donde las fuerzas viscosas son muy pequeñas y por tanto las fuerzas de empuje son 
equilibradas por las fuerzas inerciales. 
Así de la ecuación de cantidad de movimiento: 
ܷଶ
ܮ ~݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ   
de donde:  
ܷ~ሾ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻܮሿଵ ଶ⁄    
Y relacionando con la de energía se obtiene: 
∆
ܮ ~
1
൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻܮଷߙଶ ൨
ଵ ସ⁄  
∆
ࡸ ~
૚
࡮࢕ࡸ૚ ૝⁄
 
Donde ࡮࢕ es el número de Boussinesq. 
2.3.2.3 Número de Prandt Unitario ܲݎ ՜ 1. 
En este caso el Número de Prantl tiende a uno, o tiene orden de la unidad. Para fluidos en los 
que ∆؄ ߜ, tanto la fuerza inercial como viscosa tienen una magnitud comparable respecto a la 
fuerza de empuje, la que está impulsando el flujo en todo momento.  
De la ecuación de cantidad de movimiento, 
ܷଶ
ܮ ~
ߥܷ
∆ଶ ~݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ   
se llega a: 
∆
ܮ ~
1
൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻܮଷߥଶ ൨
ଵ ସ⁄  
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∆
ࡸ ~
૚
ࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄
 
2.3.2.4 Resultado 
La magnitud del número de Prandtl determina si la convección libre se caracteriza por el 
número de Rayleigh, el de Boussinesq o el de Grashof. Teniendo en cuenta que: 
ܴܽ ൌ ܩݎܲݎ   ݕ    ܤ݋ ൌ ܴܽܲݎ ൌ ܩݎܲݎଶ 
para el caso en que ܲݎ ՜ 1, los tres grupos adimensionales son equivalentes. 
Determinando el Número de Nusselt 
De acuerdo al balance de calor en la interfase sólido-fluido, ݎ ൌ ܴ: 
ሶܳ ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ ൌ ሶܳ௖௢௡௩௘௖௖௜ó௡ 
െ݇ܣ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ 
se tiene 
݇
∆ 
߲ܶכ
߲ݎכ ฬோכ ൌ ݄ 
de esta manera, 
݄~ ݇∆  
Como se define el número de Nusselt: 
ܰݑ௅ ൌ ݄ܮ݇  
ࡺ࢛ࡸ~ ൞
࡮࢕ࡸ૚ ૝⁄ ൌ ࡾࢇࡸ૚ ૝⁄ ࡼ࢘૚ ૝⁄ ൌ ࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄ ࡼ࢘૚ ૛⁄
ࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄  
ࡾࢇࡸ૚ ૝⁄ ൌ ࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄ ࡼ࢘૚ ૝⁄
        
 ࡼ࢘ ا ૚
ࡼ࢘ ؄ ૚
ࡼ࢘ ب ૚
 
o de otra manera: 
ࡺ࢛ࡸ~ࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄ ࡼ࢘࢔ ൌ ࢉࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄ ࡼ࢘࢔ 
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Donde la constante ࢉ se encuentra experimental o teóricamente, mientras que el exponente 
predicho teóricamente por el análisis de escala asume los siguientes valores: 
Exponente ࡼ࢘ ا ૚ ࡼ࢘ ؄ ૚ ࡼ࢘ ب ૚ 
࢔ 1 2⁄  0 1 4⁄  
Tabla 2.3 Valores del exponente para el número de Prandtl 
Para el caso del aire como fluido de trabajo ܲݎ ൎ 0.72 ՜ 1, el análisis lleva a: 
 ࡺ࢛~ࡳ࢘૚ ૝⁄  
Estas expresiones sirven para correlacionar datos experimentales. Tanto el análisis 
dimensional por el teorema Pi de Buckingham como el principio de semejanza solo conduce al 
resultado ܰݑ ൌ ݂ሺܩݎ, ܲݎሻ, mientras que el análisis de escala permite obtener la forma de esta 
función.  
 
2.3.3  Resolución por Teoría de la Capa Límite 
 
 Sistema adimensional 
Se suponen perfiles semejantes de velocidad y de temperatura 
ݒ௭
ܷ ൌ ߶ሺߟሻ      ݀݋݊݀݁            ߟ ൌ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ  
ܶ െ ஶܶ
௪ܶ െ ஶܶ ൌ ߠሺߟ்ሻ     ݀݋݊݀݁       ߟ் ൌ
ݎ െ ܴ
ߜ்ሺݖሻ 
Si las dos capas límites se relacionan: 
ߜ் ൌ Δߜ 
 
De la ecuación de continuidad: 
ݒ௥ ൌ െ 1ݎ න ݎ
߲ݒ௭
߲ݖ ݀ݎ
௥
ோ
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Figura 2.5 Adimensionalización de los perfiles [El Autor] 
Reemplazando esto junto con los perfiles propuestos en la ecuación de movimiento [2-2]: 
ܷ න ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱߟ݀ߟ · ߜ ݀ߜ݀ݖ െ  ܷሺߟߜ ൅ ܴሻ
ఎ
଴
߶߶ᇱߟߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ ߥሾߜ߶
ᇱ ൅ ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱᇱሿ 
Integrando dentro de la capa limite, respecto a ߟ,  0 ൑ ߟ ൑ 1 
ቊන ቈන ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱߟ݀ߟ
ఎ
଴
቉
ଵ
଴
݀ߟ െ  න ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶߶ᇱߟ݀ߟ
ଵ
଴
ቋ ߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߥ
ܷ න ሾߜ߶
ᇱ ൅ ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱᇱሿ
ଵ
଴
݀ߟ 
Definiendo: 
ܣ ൌ න ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶߶ᇱߟ݀ߟ
ଵ
଴
 
ܤ ൌ න ቈන ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱߟ݀ߟ
ఎ
଴
቉
ଵ
଴
݀ߟ 
ܥ ൌ න ሾߜ߶ᇱ ൅ ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱᇱሿ
ଵ
଴
݀ߟ 
La ecuación de movimiento queda: 
ሺܤ െ  ܣሻߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߥ
ܷ ܥ 
Análogamente la ecuación de energía [2-3] queda: 
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ܷ ቈන ߶ᇱ
ఎ
଴
 ሺߟߜ ൅ ܴሻߟߜᇱ݀ߟ቉ ߠᇱ 1ߜ் െ ܷ߶ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߟ்
ߜᇱ்
ߜ் ൌ ߙ
1
ߜଶ் ሾߜ்ߠ
ᇱ ൅ ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߠᇱᇱሿ 
Ahora si 
ߟ ൌ ߟ்Δ 
Se tiene que: 
ቊΔ ቈන ߶ᇱ
ఎ೅୼
଴
 ሺߟߜ ൅ ܴሻߟ݀ߟ቉ ߠᇱ െ Δଶ߶ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߟ்ቋ ߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߙ
ܷ ሾߜ்ߠ
ᇱ ൅ ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߠᇱᇱሿ 
Integrando dentro de la capa limite 0 ൑ ߟ் ൑ 1: 
ቊΔ න ቈන ߶ᇱ
ఎ೅୼
଴
 ሺߟߜ ൅ ܴሻߟ݀ߟ቉ ߠᇱ݀ߟ்
ଵ
଴
െ Δଶ න ߶ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߟ்݀ߟ்
ଵ
଴
ቋ ߜ ݀ߜ݀ݖ
ൌ ߙܷ න ሾߜ்ߠ
ᇱ ൅ ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߠᇱᇱሿ݀ߟ்
ଵ
଴
 
Definiendo: 
ܦ ൌ Δଶ න ߶ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߟ்݀ߟ்
ଵ
଴
 
ܧ ൌ Δ න ቈන ߶ᇱ
ఎ೅୼
଴
 ሺߟߜ ൅ ܴሻߟ݀ߟ቉ ߠᇱ݀ߟ்
ଵ
଴
 
ܨ ൌ න ሾߜ்ߠᇱ ൅ ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߠᇱᇱሿ݀ߟ்
ଵ
଴
 
Así la ecuación de energía queda como: 
ሺE െ Dሻߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߙ
ܷ ܨ 
 
Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de cantidad de movimiento y 
energía considerando un perfil de capa límite: 
ሺܤ െ  ܣሻߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߥ
ܷ ܥ 
ሺE െ Dሻߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߙ
ܷ ܨ 
Combinando estas ecuaciones al dividirlas entre sí: 
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ܤ െ ܣ
ܧ െ ܦ ൌ ܲݎ
ܥ
ܨ 
 
Una vez que se conoce  Δ, se puede encontrar ߜ்ሺݖሻ a partir de las ecuaciones anteriores y así 
saber el perfil de temperatura con el cual, finalmente, se determina el coeficiente de 
transferencia de calor.  
 
2.4 MÉTODO INTEGRAL 
El desarrollo más detallado y paso a paso de este método se puede observar en el Apéndice A 
de este trabajo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.6 Esquema para tomar el elemento diferencial de volumen sobre la capa limite  
 
2.4.1 Planteamiento  
 
2.4.1.1 Ecuación de Cantidad de Movimiento  
Aplicando la Segunda Ley de Newton: 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௡௘௧௢
ൌ ෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
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Figura 2.7 Balance de cantidad de movimiento sobre el elemento diferencial de volumen [El Autor]. 
 
Desarrollando lo correspondiente al cambio o flux de cantidad e movimiento; el término de 
cantidad de movimiento que sale del elemento diferencial: 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௦௔௟௘
ൌ ݀݌Ԧ݀ݐ ቤ௭ା∆௭
ൌ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶሺ2ߨݎ݀ݎሻቤ
௭ା∆௭
ൌ 2ߨ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎቤ
௭ା∆௭
 
de la misma manera, el flux de cantidad de movimiento que entra: 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௘௡௧௥௔
ൌ ݀݌Ԧ݀ݐ ቤ௭
ൌ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶሺ2ߨݎ݀ݎሻቤ
௭
ൌ 2ߨ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎቤ
௭
 
Ahora identificando todas las fuerzas externas que actúan sobre el volumen de control 
elemental en dirección z para encontrar la fuerza neta: 
Fuerza Viscosa en la Pared:   
ܨԦ௩௜௦ ൌ ߬௥௭ܣ௅|௥ୀோ ൌ െߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ ሺ2ߨܴ∆ݖሻ ൌ െ2ߨܴ∆ݖߤ
߲ݒ௭
߲ݎ ฬோ 
Fuerza de Flotación: 
ܨԦ௙௟௢௧ ൌ ܤ ൌ න ߩஶܸ݃݀
௏మ
௏భ
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Peso: 
ሬܹሬሬԦ ൌ െ න ߩܸ݃݀
௏మ
௏భ
 
Calculo de la fuerza neta: 
෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
ൌ 2ߨ∆ݖ ቈන ݃ሺߩஶ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
቉ 
Entonces como ya se conoce cada uno de los términos aplicamos la segunda Ley de Newton: 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௡௘௧௢
ൌ ෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
 
Dividendo entre ∆ݖ y tomando el límite cuando ∆ݖ ՜ 0 y por definición de derivada: 
݀
݀ݖ ቆ
݀݌Ԧ
݀ݐ ቇ ൌ 2ߨ ቈන ݃ሺߩஶ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ
߲ݒ௭
߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
቉ 
recordando que  
݀݌Ԧ
݀ݐ ൌ 2ߨ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎ 
queda: 
݀
݀ݖ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎ ൌ න ݃ሺߩஶ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
Anteriormente habíamos establecido la aproximación de Bousinesq (con ߩ ൌ ܿݐ݁ en todos los 
términos excepto en los de la fuerza de empuje), dividiendo entre ߩ: 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ න ݃ ሺߩஶ െ ߩሻߩ ݎ݀ݎ െ ܴ
ߤ
ߩ
߲ݒ௭
߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
donde: 
ߩஶ െ ߩ
ߩ ൎ ߚሺܶ െ ஶܶሻ      ר     
ߤ
ߩ ൌ ߭ 
Para finalmente obtener la ecuación de conservación de cantidad de movimiento en su forma 
integral: 
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[2-4] 
ࢊ
ࢊࢠ න ࢜ࢠ
૛࢘ࢊ࢘
ࡾାࢾ
ࡾ
ൌ න ࢍࢼሺࢀ െ ࢀஶሻ࢘ࢊ࢘ െ ࡾ࣏ ࣔ࢜ࢠࣔ࢘ ฬࡾ    
ࡾାࢾ
ࡾ
 
 
2.4.1.2 Ecuación de Energía  
Aplicando la Primera Ley de Termodinámica al volumen de control elemental: 
ሶܳ ൅ ෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௘௡௧
௠
௜ୀଵ
ൌ ሶܹ ൅ ෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௦௔௟ ൅ ݀݀ݐ ܧ௦௜௦௧
௡
௜ୀଵ
 
Se considera que el flujo es estacionario, se desprecia la conducción en la dirección ࢠ, y la 
conducción en la dirección ࢘ es cero por fuera de la capa limite. La transferencia de calor se da, 
de la pared al volumen de control elemental, por conducción. 
Donde se tiene que: 
- el sistema está en estado estacionario: 
 ݀݀ݐ ܧ௦௜௦௧ ൌ 0 
- no hay intercambio de trabajo con los alrededores:  
ሶܹ ൌ 0 
Existen dos corrientes de salida y una de entrada en las cuales despreciamos los cambios en 
su energía potencial y cinética ya que el elemento es muy pequeño. 
el flujo de calor en la pared hacia el fluido se da por conducción en la dirección radial: 
ሶܳ ൌ െ݇ܣ ߲߲ܶݎฬ௥ୀோ ൌ െ݇ሺ2ߨܴ∆ݖሻ
߲ܶ
߲ݎฬ௥ୀோ ൌ െ2ߨܴ݇∆ݖ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
así la primera Ley se puede escribir como: 
ሶܳ ൌ ෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௦௔௟
௡
௜ୀଵ
െ ෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௘௡௧
௠
௜ୀଵ
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෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௦௔௟
௡
௜ୀଵ
െ ෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௘௡௧
௠
௜ୀଵ
ൌ ሶܳ  
Reemplazando se tiene que: 
h ሶ݉ |௭ା୼௭ ൅ h ሶ݉ |ோାఋ೅ െ h ሶ݉ |௭ ൌ െ2ߨܴ݇∆ݖ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
y tomando el límite cuando ∆ݖ ՜ 0 y por definición de derivada 
 
݀
݀ݖ ሺh ሶ݉ ሻ െ 2ߨhஶߩ
݀
݀ݖ න ݎݒ௭݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െ2ߨܴ݇ ߲߲ܶݎฬோ 
y recordando que  
݄ ሶ݉ ൌ 2ߨ න ݄ߩݒ௭
ோାఋ೅
ோ
ݎ݀ݎ 
entonces dividiendo entre  2ߨߩ: 
 
݀
݀ݖ න ሺh െ hஶሻݒ௭ݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െ ܴ݇ߩ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
a partir de: 
൬߲h߲ܶ൰௉ ൌ ܿ௉ 
como las propiedades se asumen constantes: 
h െ hஶ ൌ ܿ௉ න ݀ܶ
்
ಮ்
ൌ ܿ௉ሺܶ െ ஶܶሻ 
reemplazando este resultado y dividiendo entre ܿ௉: 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െܴ ݇ߩܿ௉
߲ܶ
߲ݎฬோ 
Por definición del coeficiente de difusividad térmica se obtiene la ecuación de conservación de 
energía en su forma integral 
[2-5] 
ࢊ
ࢊࢠ න ࢜ࢠሺࢀ െ ࢀஶሻ࢘ࢊ࢘
ࡾାࢾࢀ
ࡾ
ൌ െࢻࡾ ࣔࢀࣔ࢘ฬࡾ 
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2.4.2 Solución  
 
Resolución simultánea de ecuaciones del sistema: 
 
 Conservación Cantidad de Movimiento: 
 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ െ ܴ߭ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
 
 Conservación Energía: 
 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െߙܴ ߲߲ܶݎฬோ 
 
 Las condiciones de frontera para este caso son: 
 
ݎ ൌ ܴ  ՜   ݒ௭ ൌ 0, ܶ ൌ ௪ܶ 
ݎ ൌ  ܴ ൅ ߜ ՜   ݒ௭ ൌ 0 
ݎ ൌ  ܴ ൅ ߜ்  ՜  ܶ ൌ ஶܶ 
 
2.4.2.1 Introducción de perfiles de velocidad y temperatura propuestos 
Se establece la relación constante (independiente de z) entre dos las capas límites 
(hidrodinámica y térmica): 
 
∆ൌ ߜ்ሺݖሻߜሺݖሻ     ׵     ߜ்ሺݖሻ ൌ ∆ߜሺݖሻ 
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Figura 2.8. Relación entre los espesores de capas térmica e hidrodinámica y sus variaciones [El Autor] 
Si se plantea que  
ݒ௭
ܷ ൌ ߶ሺߟሻ     ݏ݅݁݊݀݋      ߟ ൌ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ  
ܶ െ ஶܶ
௪ܶ െ ஶܶ ൌ ߠሺߟ்ሻ    ݏ݅݁݊݀݋   ߟ் ൌ
ݎ െ ܴ
ߜ்ሺݖሻ ൌ
ݎ െ ܴ
∆ߜሺݖሻ 
Con base en los perfiles trabajados usualmente para una pared plana vertical [MILLS] y 
también de acuerdo a la Figura 2.8, se proponen las siguientes formas para los perfiles de 
velocidad y temperatura:  
ݒ௭
ܷ ൌ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ ൤1 െ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ ൨
ଶ
 
ܶ െ ஶܶ
௪ܶ െ ஶܶ ൌ ൤1 െ
ݎ െ ܴ
ߜ்ሺݖሻ൨
ଶ
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Figura 2.9 Perfil de la capa limite hidrodinámica [El Autor] 
Donde ܷ es una velocidad de escala. Estos perfiles están acordes con las condiciones de 
frontera y además son suaves en el borde de las respectivas capas limites, es decir: 
߲ݒ௭
߲ݎ ฬோାఋ ൌ 0 ר  
߲ܶ
߲ݎฬோାఋ೅
ൌ 0 
pero no se cumple que:  
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ቤோ
ൌ 0 
sin embargo, estos perfiles en paredes planas han resultado sorprendentemente buenos al 
comparar con datos experimentales [MILLS]. 
En función de las nuevas variables adimensionales estos perfiles son: 
ݒ௭
ܷ ൌ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ ൤1 െ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ ൨
ଶ
  ՜   ߶ሺߟሻ ൌ ߟሺ1 െ ߟሻଶ 
ܶ െ ஶܶ
௪ܶ െ ஶܶ ൌ ൤1 െ
ݎ െ ܴ
ߜ்ሺݖሻ൨
ଶ
  ՜   ߠሺߟ்ሻ ൌ ሺ1 െ ߟ்ሻଶ 
 
Ahora se sustituyen estos perfiles en las ecuaciones de conservación en su forma integral. 
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La ecuación de cantidad de movimiento [2-4]: 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ െ ܴ߭ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
queda: 
݀
݀ݖ ൬
1
280 ܷ
ଶߜଶ ൅ 1105 ܴܷ
ଶߜ൰ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൤ߜଶ ൬12 െ
2
3
1
∆ ൅
1
4
1
∆ଶ൰ ൅ ܴߜ ൬1 െ
1
∆ ൅
1
3
1
∆ଶ൰൨
ܴܷ߭
ߜ  
Y la ecuación de conservación de energía [2-5]: 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െߙܴ ߲߲ܶݎฬோ 
queda: 
ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ൤ܷ ߜ
ଶ∆ଷ ൬ 130 െ
1
30 ∆ ൅
1
105 ∆
ଶ൰ ൅ܴܷߜ∆ଶ ൬ 112 െ
1
15 ∆ ൅
1
60 ∆
ଶ൰൨ ൌ െ ቈെ 2ߙܴሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ∆ߜ ቉ 
݀
݀ݖ ൤ܷ ߜ
ଶ∆ଷ ൬ 130 െ
1
30 ∆ ൅
1
105 ∆
ଶ൰ ൅ܴܷߜ∆ଶ ൬ 112 െ
1
15 ∆ ൅
1
60 ∆
ଶ൰൨ ൌ 2ߙܴ∆ߜ  
El sistema de ecuaciones se reduce a: 
Movimiento: 
݀
݀ݖ ൬
1
280 ܷ
ଶߜଶ ൅ 1105 ܴܷ
ଶߜ൰ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൤ߜଶ ൬12 െ
2
3
1
∆ ൅
1
4
1
∆ଶ൰ ൅ ܴߜ ൬1 െ
1
∆ ൅
1
3
1
∆ଶ൰൨ െ
ܴܷ߭
ߜ  
y 
Energía: 
݀
݀ݖ ൤ܷ ߜ
ଶ∆ଷ ൬ 130 െ
1
30 ∆ ൅
1
105 ∆
ଶ൰ ൅ܴܷߜ∆ଶ ൬ 112 െ
1
15 ∆ ൅
1
60 ∆
ଶ൰൨ ൌ 2ߙܴ∆ߜ  
 
Suponiendo que los espesores de las capas térmica, ߜ், e hidrodinámica, ߜ, son próximos, es 
decir,  ߜ் ؄ ߜ, se tiene entonces que ∆ൎ 1, lo cual es valido para números de ܲݎ cercanos a 1 
(caso aire). Por tanto si ∆ൌ 1, el sistema queda: 
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Figura 2.10 Perfiles axiales de temperatura y velocidad y capas limites térmica e hidrodinámica [El Autor] 
 
݀
݀ݖ ൬
1
280 ܷ
ଶߜଶ ൅ 1105 ܴܷ
ଶߜ൰ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൬ 112 ߜ
ଶ ൅ 13 ܴߜ൰ െ
ܴܷ߭
ߜ  
݀
݀ݖ ൬
1
105 ܷ ߜ
ଶ ൅ 130 ܴܷߜ൰ ൌ െ
2ߙܴ
ߜ  
Dividiendo cada ecuación por ܴ: 
[2-6] 
ࢊ
ࢊࢠ ቆ
ࢁ૛ࢾ
૚૙૞ ൅
ࢁ૛ࢾ૛
૛ૡ૙ࡾቇ ൌ ࢍࢼሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ ቆ
ࢾ
૜ ൅
ࢾ૛
૚૛ࡾቇ െ
࣏ࢁ
ࢾ  
[2-7] 
ࢊ
ࢊࢠ ቆ
ࢁࢾ
૜૙ ൅
ࢁࢾ૛
૚૙૞ࡾቇ ൌ
૛ࢻ
ࢾ  
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2.4.2.2 Solución del sistema ࢁ y  ࢾ 
El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden conformado por las 
ecuaciones [2-6] y [2-7] tiene a ࢁ y  ࢾ como funciones dependientes de ࢠ y se resuelve por el 
método de perturbaciones, donde estas dos variables se expanden en series de potencias 
alrededor de 1 ܴ⁄ .  
Esto se sustenta en el hecho de que dicho método es aplicable a cualquier ecuación diferencial 
que contenga un parámetro de perturbación, ࢿ, el cual también podría aparecer en las 
condiciones de frontera. Dicho parámetro debe ser una constante positiva, tal que ߝ ا 1.  
En este caso, dicho parámetro es el reciproco del radio del cilindro, ࡾ, el cual se encuentra en 
el sistema de ecuaciones y en la condición de frontera, luego: 
ࢿ ൌ ૚ࡾ 
que en las ecuaciones [2-6] y [2-7] se observa: 
݀
݀ݖ ቆ
ܷଶߜ
105 ൅
ܷଶߜଶ
280
૚
ࡾቇ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ቆ
ߜ
3 ൅
ߜଶ
12
૚
ࡾቇ െ
ܷ߭
ߜ  
݀
݀ݖ ቆ
ܷߜ
30 ൅
ܷߜଶ
105
૚
ࡾቇ ൌ
2ߙ
ߜ  
si hacemos que ࡾ ՜ ∞, el sistema de ecuaciones [2-6] y [2-7] queda: 
1
105
݀
݀ݖ ሺܷ
ଶߜሻ ൌ 13 ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻߜ െ
ܷ߭
ߜ  
1
30
݀
݀ݖ ሺܷߜሻ ൌ
2ߙ
ߜ  
que son las ecuaciones que permiten encontrar a ܷ y  ߜ para una placa vertical  (KARLEKAR, 
MILLS). 
Se observa que si el parámetro de perturbación tiende a cero, ࢿ ՜ ૙, se anula el efecto de la 
curvatura, lo que implica que, ࡾ ՜ ∞. El mismo resultado se puede obtener asumiendo que el 
espesor de la capa limite, ࢾ, es pequeño comparado con el radio, ࡾ, de tal manera que la 
relación ࢾ/ࡾ también tiende a cero y los mismos términos del sistema de ecuaciones de 
conservación se cancelan quedando el modelo de la pared plana vertical. 
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Entonces se resuelve nuestro sistema de ecuaciones diferenciales con el método de 
perturbaciones en ૚/ࡾ, lo cual requiere expresar la solución de la siguiente manera: 
ܷሺݖሻ ൌ ෍ ߝ௡ܷ௡
ஶ
௡ୀ଴
ൌ ෍ ൬1ܴ൰
௡
ܷ௡ ൌ
ஶ
௡ୀ଴
෍ 1ܴ௡ ܷ௡ ൌ
ஶ
௡ୀ଴
ܷ଴ ൅ 1ܴ ଵܷ ൅
1
ܴଶ ܷଶ ൅
1
ܴଷ ܷଷ ൅ ڮ 
ߜሺݖሻ ൌ ෍ ߝ௡ܷ௡
ஶ
௡ୀ଴
ൌ ෍ ൬1ܴ൰
௡
ߜ௡ ൌ
ஶ
௡ୀ଴
෍ 1ܴ௡ ߜ௡ ൌ
ஶ
௡ୀ଴
ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ ൅
1
ܴଶ ߜଶ ൅
1
ܴଷ ߜଷ ൅ ڮ 
Tomando solo los dos primeros términos ݊ ൌ 0  ݕ  1 , queda: 
ܷሺݖሻ ൌ ෍ 1ܴ௡ ܷ௡
ஶ
௡ୀ଴
ൎ ෍ 1ܴ௡ ܷ௡
ଵ
௡ୀ଴
ൌ ଴ܷ ൅ 1ܴ ଵܷ 
ߜሺݖሻ ൌ ෍ 1ܴ௡ ߜ௡
ஶ
௡ୀ଴
ൎ ෍ 1ܴ௡ ߜ௡
ଵ
௡ୀ଴
ൌ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ 
Esto es válido como una aceptable aproximación, ya que al aumentar ࢔ el término siguiente va 
a ser mucho más pequeño. Es de esperar que el primer término, en ݊ ൌ 0, sea de una pared 
plana ya que carece del parámetro de curvatura, ࢿ ൌ ૚/ࡾ. 
Estos desarrollos de ܷሺݖሻ y  ߜሺݖሻ en serie de potencias con dos términos exigen averiguar los 
valores de ܷ଴, ଵܷ, ߜ଴ ݕ ߜଵ. Para lograr dicho objetivo se procede a sustituir estas expresiones 
en el sistema de ecuaciones de conservación [2-6] y [2-7]: 
݀
݀ݖ ቆ
ܷଶߜ
105 ൅
ܷଶߜଶ
280ܴቇ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ቆ
ߜ
3 ൅
ߜଶ
12ܴቇ െ
ܷ߭
ߜ  
݀
݀ݖ ቆ
ܷߜ
30 ൅
ܷߜଶ
105ܴቇ ൌ
2ߙ
ߜ  
donde  
ܷ ൎ  ܷ଴ ൅ 1ܴ ଵܷ      ݕ      
ܷ݀
݀ݖ ൌ ܷԢ ൎ  ܷ଴Ԣ ൅
1
ܴ ଵܷԢ 
ߜ ൎ  ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ      ݕ      
݀ߜ
݀ݖ ൌ ߜԢ ൎ  ߜ଴Ԣ ൅
1
ܴ ߜଵԢ 
Reemplazando las expansiones en la ecuación de cantidad de movimiento [2-6]: 
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൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
݀
݀ݖ ቈ8 ൬ ଴ܷ ൅
1
ܴ ଵܷ൰
ଶ
ߜ ൅ 3ܴ ൬ ܷ଴ ൅
1
ܴ ଵܷ൰
ଶ
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
ଶ
቉
ൌ ܰ ቈ280 ൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
ଶ
൅ 70ܴ ൬ ߜ଴ ൅
1
ܴ ߜଵ൰
ଷ
቉ െ 840߭ ൬ ܷ଴ ൅ 1ܴ ଵܷ൰ 
Desarrollando el algebra y organizando de acuerdo a las potencias de 1/ܴ, para luego 
factorizar por el grado de las potencias y finalmente como aproximación despreciar las 
potencias de 1/ܴ, para las cuales ݊ ൒ 2. Igualando las respectivas potencias, se obtiene: 
1
ܴ଴: 
16ܷ଴ߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 8ܷ଴ଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 280ܰߜ଴ଶ െ840ܷ߭଴ 
1
ܴଵ: 
16ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 8 ଴ܷଶ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 16 ଵܷߜ଴ଶ ଴ܷᇱ ൅ 16ܷ଴ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 16ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 6ܷ଴ߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 6ܷ଴ଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ
൅ 16ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 8ܷ଴ଶߜଵߜ଴ᇱ ൌ 560ܰߜ଴ߜଵ ൅ 70ܰߜ଴ଷ െ 840߭ ଵܷ 
Simplificando, 
1
ܴ଴ :                    2ܷ଴ߜ଴
ଶܷ଴ᇱ ൅ ܷ଴ଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 35ܰߜ଴ଶ െ105߭ ଴ܷ 
1
ܴଵ :                         8ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 4ܷ଴ଶ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 8 ଵܷߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 8 ଴ܷߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 8ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 3ܷ଴ߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 3ܷ଴ଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ
൅ 8ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 4ܷ଴ଶߜଵߜ଴ᇱ ൌ 280ܰߜ଴ߜଵ ൅ 35ܰߜ଴ଷ െ 420߭ ଵܷ 
Reemplazando ahora de la misma manera la serie de potencias en la ecuación de energía [2-
7]: 
ߜ ݀݀ݖ ൬7ܷߜ ൅
2
ܴ ܷߜ
ଶ൰ ൌ 420ߙ 
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
݀
݀ݖ ቈ7 ൬ ܷ଴ ൅
1
ܴ ଵܷ൰ ൬ ߜ଴ ൅
1
ܴ ߜଵ൰ ൅
2
ܴ ൬ ܷ଴ ൅
1
ܴ ଵܷ൰ ൬ ߜ଴ ൅
1
ܴ ߜଵ൰
ଶ
቉ ൌ 420ߙ 
Se obtiene: 
1
ܴ଴: 
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 7ߜ଴ଶ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 420ߙ 
1
ܴଵ: 
 7ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 7ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 7 ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 2ߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 4ܷ଴ߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ߜ଴ߜଵ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൌ 0 
Simplificando, 
1
ܴ଴ :         ߜ଴
ଶܷ଴ᇱ ൅ ܷ଴ ߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 60ߙ 
1
ܴଵ :   7ߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 7ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 7 ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 2ߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 4ܷ଴ߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ߜ଴ߜଵ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൌ 0 
Agrupando, de acuerdo al orden, ଵோబ y 
ଵ
ோభ, los resultados arrojados tanto por la ecuación de 
Cantidad de Movimiento como por la de Energía, se tiene: 
1
ܴ଴ : ቊ
2ܷ଴ߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ ܷ଴ଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 35ܰߜ଴ଶ െ105ܷ߭଴
ߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ ଴ܷ ߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 60ߙ  
1
ܴ଴ : ൝
8ܷ0ߜ0ߜ1ܷ0
Ԣ ൅ 4ܷ
0
2 ߜ0ߜ
1
Ԣ ൅8ܷ1ߜ02ܷ0
Ԣ ൅ 8ܷ0ߜ02ܷ1
Ԣ ൅ 8ܷ0ܷ1ߜ0ߜ0
Ԣ ൅ 3ܷ0ߜ03ܷ0
Ԣ ൅ 3ܷ02ߜ02ߜ0
Ԣ ൅ 8ܷ0ߜ0ߜ1ܷ0
Ԣ ൅ 4ܷ02ߜ1ߜ0
Ԣ ൌ 280ܰߜ0ߜ1 ൅ 35ܰߜ03 െ 420ܷ߭1
 7ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 7ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 7 ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 2ߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 4 ଴ܷߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ߜ଴ߜଵ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൌ 0
 
2.4.2.2.1 Resolución del sistema para ݊ ൌ 0 
Tomando las ecuaciones correspondientes al parámetro de curvatura de grado cero: 
1
ܴ଴: 
Cantidad de Movimiento 
[2-8] 
૛ࢁ૙ࢾ૙૛ࢁ૙ᇱ ൅ ࢁ૙૛ࢾ૙ࢾ૙ᇱ ൌ ૜૞ࡺࢾ૙૛ െ૚૙૞࣏ࢁ૙ 
Energía  
[2-9] 
ࢾ૙૛ࢁ૙ᇱ ൅ ࢁ૙ ࢾ૙ࢾ૙ᇱ ൌ ૟૙ࢻ 
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Es claro que este sistema corresponde a una pared plana, que no contempla el efecto de la 
curvatura; como en ese caso comúnmente se hace, se supone una solución de prueba que 
corresponde a variaciones de la ley de potencias para ܷ y  ߜ, de esta forma: 
ܷ଴ ൌ ܣ଴ݖ௠ 
ߜ଴ ൌ ܤ଴ݖ௡ 
Cuyas derivadas respectivamente son: 
ܷ଴ᇱ ൌ ܣ଴݉ݖ௠ିଵ 
ߜ଴ᇱ ൌ ܤ଴݊ݖ௡ିଵ 
Donde ܣ଴, ܤ଴, ݉ y ݊ son constantes a determinar. 
Sustituyendo estas soluciones de prueba en el sistema de orden cero para el parámetro de 
perturbación. 
En la ecuación de movimiento [2-8]: 
2݉ܣ଴ଶܤ଴ଶݖଶ௠ାଶ௡ିଵ ൅ ݊ܣ଴ଶܤ଴ଶݖଶ௠ାଶ௡ିଵ ൌ 35ܰܤ଴ଶݖଶ௡ െ 105߭ܣ଴ݖ௠ 
En la ecuación de energía [2-9]: 
݉ܣ଴ܤ଴ଶݖ௠ାଶ௡ିଵ ൅ ݊ܣ଴ܤ଴ଶݖ௠ାଶ௡ିଵ ൌ 60ߙ 
En estas ecuaciones la potencia de ݖ debe ser idéntica en cada término lo que nos lleva a tener 
un sistema de ecuaciones en el cual podemos hallar los exponentes ݉ y ݊: 
2݉ ൅ 2݊ െ 1 ൌ 2݊ ൌ ݉ 
݉ ൅ 2݊ െ 1 ൌ 0 
que se resuelve satisfactoriamente para  
݉ ൌ 12 ,   ݊ ൌ
1
4 
Sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones [2-8] y [2-9] para encontrar los coeficientes 
ܣ଴ y ܤ଴: 
Momentum: 
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ܣ଴ଶܤ଴ଶ ൌ 28ܰܤ଴ଶ െ 84߭ܣ଴ 
Energía: 
ܣ଴ܤ଴ଶ ൌ 80ߙ 
Resolviendo el sistema:  
ܣ଴ଶܤ଴ଶ ൌ 28ܰܤ଴ଶ െ 84߭ܣ଴ 
ܣ଴ܤ଴ଶ ൌ 80ߙ 
Se obtiene: 
ܣ଴ଶ ൌ 560ܰߙ21߭ ൅ 20ߙ 
࡭૙ ൌ ඨૡ૙૜ ࣏ ൬
૛૙
૛૚ ൅
࣏
ࢻ൰
ି૚૛ ቈࢍࢼሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ࣏ ૛ ቉
૚
૛
 
En forma aproximada: 
ܣ଴ ൎ 5.1640߭ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ିଵଶ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ଵ
ଶ
 
como se presenta en Karlekar. 
Ahora buscando el valor de ܤ଴ en  
ܤ଴ଶ ൌ 80ߙܣ଴  
ܤ଴ ൌ ඨ3 · 80
ଶ
80
ర ቀߙ߭ቁ
ଵ
ଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ
 
࡮૙ ൌ √૛૝૙૝ ቀ࣏ࢻቁ
ି૚૛ ൬૛૙૛૚ ൅
࣏
ࢻ൰
૚
૝ ቈࢍࢼሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ࣏ ૛ ቉
ି૚૝
 
o aproximadamente, según Karlekar: 
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ܤ଴ ൎ 3.9360 ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ 
De esta manera las expresiones para ܷ y  ߜ son 
ܷ଴ ൌ ܣ଴ݖ௠ ൌ ඨ803 ߭ ൬
20
21 ൅
߭
ߙ൰
ିଵଶ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻݖ
ଷ
߭ ଶ ቉
ଵ
ଶ 1
ݖ 
ࢁ૙ሺࢠሻ ൌ ඨૡ૙૜ ࣏ ൬
૛૙
૛૚ ൅ ࡼ࢘൰
ି૚૛ ࡳ࢘ࢠ
૚
૛ ૚
ࢠ 
y de la misma forma 
ࢾ૙ሺࢠሻ ൌ √૛૝૙૝ ࡼ࢘ି
૚
૛ ൬૛૙૛૚ ൅ ࡼ࢘൰
૚
૝ ࡳ࢘ࢠ
ି૚૝ࢠ 
2.4.2.2.2 Resolución del sistema para ݊ ൌ 1 
Tomando las ecuaciones correspondientes al parámetro de curvatura de primer grado: 
1
ܴଵ: 
Cantidad de Movimiento 
[2-10] 
8ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 4 ଴ܷଶ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 8 ଵܷߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 8ܷ଴ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 8ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 3 ଴ܷߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 3ܷ଴ଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 8ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ
൅ 4ܷ଴ଶߜଵߜ଴ᇱ ൌ 280ܰߜ଴ߜଵ ൅ 35ܰߜ଴ଷ െ 420߭ ଵܷ 
Energía 
[2-11] 
 7ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 7ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 7 ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 2ߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 4ܷ଴ߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ߜ଴ߜଵ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൌ 0 
Es claro que la resolución de este sistema ya será una primera aproximación al hecho de que 
el cilindro es superficie curva, de la misma manera se supone, como en el anterior caso, una 
solución de prueba ଵܷ y  ߜଵ en modelo potencial, teniendo ya conocidas ܷ଴ y  ߜ଴ 
 ଵܷ ൌ ܣଵݖ௣ 
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ߜଵ ൌ ܤଵݖ௤ 
Cuyas derivadas respectivamente son: 
ଵܷᇱ ൌ ܣଵ݌ݖ௣ିଵ 
ߜଵᇱ ൌ ܤଵݍݖ௤ିଵ 
Donde ܣଵ, ܤଵ, ݌ y ݍ son constantes a determinar. 
Resolviendo el sistema de potencia cero se encuentra que: 
ܷ଴ ൌ ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ 
ߜ଴ ൌ ܤ଴ݖ
ଵ
ସ 
Derivando: 
ܷ଴ᇱ ൌ 12 ܣ଴ݖ
ିଵଶ 
ߜ଴ᇱ ൌ 14 ܤ଴ݖ
ିଷସ 
Sustituyendo estas soluciones de prueba en el sistema de primer orden para el parámetro de 
perturbación, conformado por las ecuaciones [2-10] y [2-11]: 
En la ecuación de movimiento [2-10]: 
4ሺ9 ൅ 4ݍሻܣ଴ଶܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ ൅ 8ሺ3 ൅ 4݌ሻܣ଴ܤ଴ଶܣଵݖ௣ ൅ 9ܣ଴ଶܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ
ൌ 1120ܰܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ െ 1680߭ܣଵݖ௣൅140ܰܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ 
En la ecuación de energía [2-11]: 
7ሺ5 ൅ 4ݍሻܣ଴ܤ଴ܤଵݖ௤ି
ଵ
ସ ൅ 7ܤ଴ଶܣଵሺ1 ൅ 4݌ሻݖ௣ି
ଵ
ଶ ൅ 8ܣ଴ܤ଴ଷݖ
ଵ
ସ ൌ 0 
La dependencia de ݖ se elimina en estas ecuaciones si los exponentes ݌ y ݍ cumplen que: 
ݍ ൅ 14 ൌ ݌ ൌ
3
4 
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ݍ െ 14 ൌ ݌ െ
1
2 ൌ
1
4 
que se resuelve satisfactoriamente para  
݌ ൌ 34 ,   ݍ ൌ
1
2 
Sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones [2-10] y [2-11] para encontrar los coeficientes 
ܣଵ y ܤଵ: 
Momentum: 
60ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻܣଵ ൅ ܤ଴ሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻܤଵ ൌ 5ܤ଴ሺ7ܰܤ଴ଶ െ 36ߙܣ଴ሻ 
Energía: 
28ܤ଴ܣଵ ൅ 49ܣ଴ܤଵ ൌ െ640ߙ 
Resolviendo el sistema con incógnitas ܣଵ y ܤଵ: 
60ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻܣଵ ൅ ܤ଴ሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻܤଵ ൌ 5ܤ଴ሺ7ܰܤ଴ଶ െ 36ߙܣ଴ሻ 
28ܤ଴ܣଵ ൅ 49ܣ଴ܤଵ ൌ െ640ߙ 
Se tiene la solución 
ܣଵ ൌ െ 47
ሺ656ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ
1
4 ቀ
ߙ
5ቁ
ଵ
ଶ ඥܣ଴ ൌ െ 17√5
ሺ656ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ߙ
ଵ
ଶඥܣ଴ 
࡭૚ ൌ െ √૞૜૞
ሺ૟૞૟ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ ࢻ
૚
૛ඥ࡭૙ 
ܤଵ ൌ െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴
ଶ 
࡮૚ ൌ െ ૚૜૞
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ ࡮૙
૛ 
 
2.4.2.3 Número de Nusselt 
 
Una vez encontrados todos los parámetros de los perfiles de velocidad y temperatura 
propuestos entonces se procede a hallar el número de Nusselt. 
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2.4.2.3.1 Local 
Un balance de calor en la interfase, ݎ ൌ ܴ,  proporciona: 
ቌ
ܨ݈ݑ݆݋ ݀݁ ݈ܿܽ݋ݎ
ݍݑ݁ ݏ݈ܽ݁ ݌݋ݎ 
ܿ݋݊݀ݑܿܿ݅ó݊ ݌݋ݎ ݈ܽ ݌ܽݎ݁݀
ቍ ൌ ൭
ܨ݈ݑ݆݋ ݀݁ ݈ܿܽ݋ݎ 
ݍݑ݁ ݁݊ݐݎܽ ݌݋ݎ 
ܿ݋݊ݒ݁ܿܿ݅ó݊ ݈ܽ ݂݈ݑ݅݀݋
൱ 
ሶܳ ௖௢௡ௗ.หோ ൌ ሶܳ௖௢௡௩. 
െ݇௙ܣ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ 
Despejando ݄: 
݄ ൌ െ ݇௙
௪ܶ െ ஶܶ
߲ܶ
߲ݎฬோ
 
Del perfil parabólico de temperatura asumido, se tiene: 
ܶ െ ஶܶ
௪ܶ െ ஶܶ ൌ ൤1 െ
ݎ െ ܴ
ߜ்ሺݖሻ൨
ଶ
ൌ ൤1 െ ݎ െ ܴ∆ߜሺݖሻ൨
ଶ
 
Como se asumió que ∆ൌ 1 y despejando ܶ para derivar parcialmente respecto a la coordenada 
radial: 
ܶ ൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൤1 െ ݎ െ ܴߜሺݖሻ ൨
ଶ
൅ ஶܶ 
߲ܶ
߲ݎ ൌ 2ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൬1 െ
ݎ െ ܴ
ߜ ൰ ൬െ
1
ߜ൰ ൌ െ
2ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ߜ ൬1 െ
ݎ െ ܴ
ߜ ൰ 
Evaluando en ݎ ൌ ܴ: 
߲ܶ
߲ݎฬோ ൌ െ
2ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ߜ ൬1 െ
ܴ െ ܴ
ߜ ൰ ൌ െ
2ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ߜ  
Entonces el coeficiente de transferencia de calor queda: 
݄ ൌ െ ݇௙
௪ܶ െ ஶܶ
߲ܶ
߲ݎฬோ
ൌ െ ݇௙
௪ܶ െ ஶܶ ቈെ
2ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ߜ ቉ ൌ
2݇௙
ߜ  
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Se había aproximado que:  
ߜሺݖሻ ൎ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ 
Por tanto el coeficiente local de transferencia de calor será: 
݄ ൌ 2݇௙ߜ ൌ
2݇௙
ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൅ 1ܴ ܤଵݖ
ଵ
ଶ
 
con los valores de  
ܤଵ ൌ െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴
ଶ 
݄ ൌ 2݇௙
ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൅ 1ܴ ൤െ
1
35
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ଶ൨ ݖ
ଵ
ଶ
ൌ 2݇௙
ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൤1 െ 135ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൨
 
desarrollando el algebra se llega a: 
[2-12] 
ࢎሺࢠሻ ൌ ૛࢑ࢌࡼ࢘
૚
૛ࡳ࢘ࢠ
૚
૝
√૛૝૙૝ ቀ૛૙૛૚ ൅ ࡼ࢘ቁ
૚
૝ ࢠ ൝૚ െ √૛૝૙
૝
૜૞ࡾ
ሺ૛ૠ૛ ൅ ૜૚૞ࡼ࢘ሻ
ሺ૟૝ ൅ ૟૜ࡼ࢘ሻ ࡼ࢘
ି૚૛ ቀ૛૙૛૚ ൅ ࡼ࢘ቁ
૚
૝ ࡳ࢘ࢠ
ି૚૝ࢠൡ
 
Por tanto el Nusselt local será 
ࡺ࢛ࢠ ൌ ૛ࡼ࢘
૚
૛ࡳ࢘ࢠ
૚
૝
√૛૝૙૝ ቀ૛૙૛૚ ൅ ࡼ࢘ቁ
૚
૝ ൝૚ െ √૛૝૙
૝
૜૞ࡾ
ሺ૛ૠ૛ ൅ ૜૚૞ࡼ࢘ሻ
ሺ૟૝ ൅ ૟૜ࡼ࢘ሻ ࡼ࢘
ି૚૛ ቀ૛૙૛૚ ൅ ࡼ࢘ቁ
૚
૝ ࡳ࢘ࢠ
ି૚૝ࢠൡ
 
2.4.2.3.2 Promedio 
Para hallar ahora el Nusselt promedio se requiere encontrar el coeficiente promedio de 
transferencia de calor por el teorema integral del valor medio, de esta forma: 
ത݄ ൌ 1ܮ න ݄ሺݖሻ݀ݖ
௅
଴
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ത݄ ൌ 1ܮ න
2݇௙
ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൅ 1ܴ ܤଵݖ
ଵ
ଶ
݀ݖ
௅
଴
ൌ 2݇௙ܮ න
1
ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൬1 ൅ 1ܴ
ܤଵܤ଴ ݖ
ଵ
ସ൰
݀ݖ
௅
଴
 
Se integra por sustitución y se obtiene: 
ത݄ ൌ 2݇௙ܤ଴ܮ න
1
ݖଵସ ൬1 ൅ ܽݖଵସ൰
݀ݖ
௅
଴
ൌ 2݇௙ܤ଴ܮ
2
ܽଷ ൤ܽ
ଶݖଵଶ െ 2ܽݖଵସ െ 3 ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽݖଵସฬ൨
଴
௅
 
ത݄ ൌ 4݇௙ܽଷܤ଴ܮ ൤ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ െ 3 ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ ൅ 3൨ ൌ 4݇௙ܽଷܤ଴ܮ ൤ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ൨ 
ܽ ൌ 1ܴ
ܤଵ
ܤ଴ 
ത݄ ൌ 4݇௙ܴܮ
ିଵଶ
ܤଵ െ
8݇௙ܤ଴ܴଶܮି
ଷ
ସ
ܤଵଶ ൅
8݇௙ܤ଴ଶܴଷܮିଵ
ܤଵଷ ݈݊ ฬ1 ൅
1
ܴ
ܤଵ
ܤ଴ ܮ
ଵ
ସฬ 
Si 
ܤଵ ൌ െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴
ଶ 
Se llega a: 
[2-13] 
ࢎഥ ൌ െ૚૝૙࢑ࢌࡾ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏
૚
࡮૙૛ࡸ
૚
૛
െ ૢૡ૙૙࢑ࢌࡾ૛ ൬ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏൰
૛ ૚
࡮૙૜ࡸ
૜
૝
െ ૛ૡ૙࢑ࢌࡾ૜ ൬ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏൰
૜ ૚
࡮૙૝ࡸ
࢒࢔ ቤ૚ െ ૚૜૞ࡾ
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ ࡮૙ࡸ
૚
૝ቤ 
donde 
ܤ଴ ൌ √240ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ
 
El Nusselt promedio será entonces: 
[2-14] 
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ࡺ࢛തതതത ൌ െ૚૝૙ࡾ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏
૚
࡮૙૛ࡸି
૚
૛
െ ૢૡ૙૙ࡾ૛ ൬ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏൰
૛ ૚
࡮૙૜ࡸି
૚
૝
െ ૛ૡ૙ࡾ૜ ൬ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏൰
૜ ૚
࡮૙૝
࢒࢔ ቤ૚ െ ૚૜૞ࡾ
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ ࡮૙ࡸ
૚
૝ቤ 
una expresión más sencilla consiste en tomar en el valor promedio del coeficiente de 
transferencia [2-13], una aproximación para el logaritmo natural:  
lnሺ1 ൅ ܺሻ ൌ ෍ ሺെ1ሻ
௡ାଵ
݊ ܺ
௡
ஶ
௡ୀଵ
ൌ ܺ െ 12 ܺ
ଶ ൅ 13 ܺ
ଷ െ 14 ܺ
ସ ൅ ڮ 
Para |ܺ| ൑ 1 
Bajo este criterio se puede expresar que: 
݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ ൌ ෍ ሺെ1ሻ
௡ାଵ
݊ ൬ܽܮ
ଵ
ସ൰
௡ஶ
௡ୀଵ
ൌ ܽܮଵସ െ 12 ൬ܽܮ
ଵ
ସ൰
ଶ
൅ 13 ൬ܽܮ
ଵ
ସ൰
ଷ
െ 14 ൬ܽܮ
ଵ
ସ൰
ସ
൅ 15 ൬ܽܮ
ଵ
ସ൰
ହ
… 
Aproximando a los cuatro primeros términos: 
݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ ൎ ෍ ሺെ1ሻ
௡ାଵ
݊ ܽ
௡ܮ௡ସ
ସ
௡ୀଵ
ൌ ܽܮଵସ െ 12 ܽ
ଶܮଵଶ ൅ 13 ܽ
ଷܮଷସ െ 14 ܽ
ସܮ 
Reemplazando en la expresión del coeficiente promedio: 
ത݄ ൌ 4݇௙ܽଷܤ଴ܮ ൤ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ ൅ 2 ൬ܽܮଵସ െ 12 ܽ
ଶܮଵଶ ൅ 13 ܽ
ଷܮଷସ െ 14 ܽ
ସܮ ൅ ڮ ൰൨ 
[2-15] 
ࢎഥ ൌ ࢑ࢌ ቐ૝૜ ቈ
ૠ
૞
ࡼ࢘૛ࡳ࢘ࡸ
ሺ૛૙ ൅ ૛૚ࡼ࢘ሻ቉
૚
૝ ૚
ࡸ ൅
૛
૜૞ࡾ
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ ൅ ڮ ቑ 
Hallando el Nusselt promedio: 
ܰݑതതതത ൌ ത݄ܮ݇௙ ൌ ݇௙ ቐ
4
3 ቈ
7
5
ܲݎଶܩݎ௅
ሺ20 ൅ 21ܲݎሻ቉
ଵ
ସ 1
ܮ ൅
2
35ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ ቑ
ܮ
݇௙ 
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ࡺ࢛തതതത ൌ ૝૜ ቈ
ૠ
૞
ࡼ࢘૛ࡳ࢘ࡸ
ሺ૛૙ ൅ ૛૚ࡼ࢘ሻ቉
૚
૝
൅ ૛૜૞
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ
ࡸ
ࡾ ൅ ڮ 
Si se expresa en función del diámetro, ࡰ: 
[2-16] 
ࡺ࢛തതതത ൌ ૝૜ ቈ
ૠ
૞
ࡼ࢘૛ࡳ࢘ࡸ
ሺ૛૙ ൅ ૛૚ࡼ࢘ሻ቉
૚
૝
൅ ૝૜૞
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ
ࡸ
ࡰ ൅ ڮ
ൌ ૝૜ ൤
ૠ
૞
ࡾࢇࡸࡼ࢘
ሺ૛૙ ൅ ૛૚ࡼ࢘ሻ൨
૚
૝ ൅ ૝૜૞
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ
ࡸ
ࡰ ൅ ڮ 
Ya que  ܴܽ௅ ൌ ܲݎܩݎ௅. Esta solución fue obtenida por Le Fevre y Ede, donde el primer término 
representa la solución de una pared plana vertical, mientras que del segundo en adelante, los 
términos contienen el efecto de la curvatura, ya que llevan el radio o el diámetro, y por ende su 
relación con la altura. Se puede observar matemáticamente que el coeficiente y el Nusselt de 
un cilindro es mayor que el de una pared plana, gracias al efecto de la curvatura.  
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3. CONSTRUCCIÓN Y SOLUCIÓN DE LOS MODELOS MATEMÁTICOS 
 
El problema fundamental que se formuló en esta tesis fue determinar experimentalmente el 
coeficiente de transferencia de calor alrededor del bulbo de un termómetro. Para cumplir con 
este objetivo básico es necesario modelar el funcionamiento del termómetro de vidrio para 
generar una ecuación, que pueda utilizarse para calcular el coeficiente de transferencia de 
calor. Para poder confrontar los resultados del modelo del termómetro, es necesario comparar 
los resultados experimentales emanados por el mismo modelo con los cálculos del coeficiente 
de transferencia de calor producidos por los modelos teóricos basados en la teoría de la capa 
límite. Por ello el presente capítulo se divide en dos partes: construcción del modelo de 
funcionamiento del termómetro de vidrio y construcción de modelos para predecir el coeficiente 
de transferencia de calor. 
 
Antes de modelar un fenómeno físico es necesario hacer una descripción fenomenológica de la 
situación que se quiere estudiar. Estos modelos deben estar disponibles a recibir la información 
experimental para procesarla y producir como salida el coeficiente de transferencia de calor. La 
materia prima necesaria para esto son las curvas temporales de temperatura, las propiedades 
de los fluidos (tanto el termométrico como el fluido que está rodeando al bulbo), y los datos 
geométricos del mismo bulbo. 
 
 
3.1 FUNCIONAMIENTO DEL TERMÓMETRO DE VIDRIO: FLUIDO TERMOMÉTRICO 
 
Una estrategia para el modelamiento es: Primero describir fenomenológicamente la situación 
física que se quiere modelar. Posteriormente con base en lo que se observe en la descripción 
fenomenológica, se plantean modelos teniendo en cuenta restricciones impuestas. Los 
modelos más sencillos son los que tienen más restricciones y los más complejos los que tiene 
menos restricciones. 
 
A continuación se hace una descripción fenomenológica de la situación que se quiere estudiar, en 
este caso la descripción del funcionamiento del termómetro de vidrio. 
 
3.1.1 Descripción Fenomenológica 
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El funcionamiento de los termómetros de vidrio con líquido se basa en la dilatación térmica de un 
líquido termométrico introducido en un recipiente de vidrio de paredes delgadas (recipiente 
termométrico el cual es el bulbo) comunicado con un capilar de paredes gruesas (capilar del 
termómetro). Al capilar se le ha asignado una escala. El líquido termométrico que se encuentra en el 
capilar se denomina columna y su menisco (menisco de la columna) sirve como marca de lectura. 
Existen varios líquidos que pueden servir como fluidos termométricos, algunos de ellos son: 
Mercurio, mercurio-Talio, Toluol, Alcohol, Mezcla de Pentano.      
 
Para el propósito del presente trabajo, el termómetro se considera como un sistema que consta 
de un subsistema llamado bulbo o extremo expuesto al fluido, estando dentro de una posición 
determinada dentro de un fluido o ambiente, en la cual se mide la temperatura local, y además 
del otro subsistema delimitado por el capilar de vidrio que se denomina columna, dentro de la 
cual se mueve el fluido termométrico bien sea dilatándose o contrayéndose. 
 
La transferencia de calor desde el bulbo hacia el medio que lo rodea se da primero por 
conducción-convección dentro del fluido termométrico seguida por la transferencia de calor 
conductiva a través de su pared y finalmente convección-radiación de la superficie exterior del 
bulbo hacia el medio. 
 
Cuando el bulbo está recibiendo o perdiendo calor durante el funcionamiento del termómetro en 
la columna hay una diferencia de temperatura entre el extremo de la columna cercana al bulbo 
y el otro extremo de la columna; entonces en términos generales hay transferencia de calor 
conductiva y convectiva a lo largo de la columna. Si la columna de fluido termométrico y la 
envoltura de la columna de vidrio tienen diferentes temperaturas existirá transferencia de calor 
a través de la envoltura y entre ésta y el medio externo. 
 
Los fenómenos de transferencia que se identifican son: 
 
 Transporte de calor conductivo (dentro del bulbo y dentro de la columna) y flujo 
convectivo (dentro y fuera del bulbo), se desprecia la radiación desde la superficie del 
bulbo hacia el medio. 
 Transporte de cantidad de movimiento en el capilar del termómetro. 
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Una vez realizada la descripción fenomenológica se identifican todos los subsistemas que 
conforman el sistema para proceder a realizar el modelamiento del funcionamiento del 
termómetro. Entonces de la descripción fenomenológica anterior puede identificarse, que el 
termómetro consta de al menos tres subsistemas: 
 
 El bulbo del termómetro (que es la frontera por la que se transfiere calor). 
 La columna de fluido (que se asume adiabática). 
 La envoltura de vidrio del fluido termométrico. 
 
3.1.2 Construcción  
 
El sistema está formado por varios subsistemas. Como primer modelo, el más sencillo, 
considera el sistema formado por dos subsistemas: el bulbo y la columna de fluido 
termométrico. 
 
 
 
Figura 3.1 Subsistemas básicos del termómetro 
 
Según lo anterior el termómetro puede idealizarse, como formado por una columna de mercurio 
cilíndrica unida al cilindro de mercurio con mayor diámetro que el de la misma columna. Los 
dos cilindros de mercurio están inicialmente a una temperatura ambiente, y a partir de un 
instante dado, se calienta o se enfría el cilindro que sirve de bulbo exponiéndolo a un ambiente 
convectivo de temperatura constante, ஶܶ ൌ ௠ܶ, (temperatura del medio a medir). Para modelar 
va a suponerse que el bulbo gana calor (el balance diferencial de energía da la misma ecuación 
bien sea calentando o enfriando), debido al calentamiento el fluido termométrico se expande. 
Se hacen las siguientes restricciones adicionales: 
 
 En el fluido termométrico sólo se considera flujo conductivo de calor y el calor se 
propaga instantáneamente (difusividad térmica infinita) y no se considera flujo 
convectivo dentro del fluido termométrico. Esto equivale a que la columna tenga la 
misma temperatura del bulbo que en la realidad correspondería a un termómetro de 
inmersión total. 
Bulbo,  b  Columna, c 
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 Con respecto a lo anterior puede decirse que para el bulbo se aplica el método de 
resistencia interna despreciable, que es válido para números de Biot menores a 0.1. Si 
el mercurio a 25 °C tiene una conductividad térmica aproximada de 8.81 W/m°C, con un 
coeficiente de transferencia de calor por convección natural en aire de alrededor de 5 
W/m2°C, y para un bulbo del termómetro asumido con un cilindro con una longitud 
característica (Relación Volumen-Área, V/A, ver en características del termómetro, 
Tabla 4.1) de 1.85 x 10-3 m, se tiene que el numero de Biot estimado es: 
ܤ݅ ൌ ݄ܮ௖݇ ൌ
5 · 1.85 ൈ 10ିଷ
8.81 ൌ 0.00105 ൏ 0.1 
 La transferencia de calor entre el medio externo y el mercurio sólo se da a través del 
bulbo del termómetro, mientras que la columna de vidrio que contiene el resto de 
mercurio se supone que no transfiere calor desde o hacia el ambiente externo que lo 
rodea, es decir, el capilar de vidrio se considera adiabático, perfectamente aislado. 
 Se supone que el espesor de la pared de vidrio del bulbo del termómetro es tal que la 
resistencia conductiva de calor en la pared de vidrio es pequeña, ello debido a la poca 
inercia que tiene el termómetro, es decir, el menisco del mercurio se mueve tan pronto 
como la temperatura cambia en el bulbo. Esto se verifica calculando el número de Biot 
con las especificaciones de la pared de vidrio del bulbo dadas en la Tabla 5.2 y 
tomando un valor de coeficiente de transferencia de calor por convección libre en el aire 
alrededor de 5 W/m2°C; se encuentra que este valor está entre 0.0017 y 0.0054, 
mientras que para un valor de 7 W/m2°C el máximo valor alcanzado es de 0.012. Lo 
que indica que como el Número de Biot es menor de 0.1 la resistencia interna es 
despreciable y esta consideración es válida para el caso del aire. 
 El fluido termométrico no moja la pared, despreciándose los efectos de tensión 
superficial. 
 Se ignoran los efectos debidos a las fuerzas capilares en la columna termométrica. 
 No hay condensación de los vapores del fluido termométrico en las paredes de la 
columna capilar del termómetro. 
 Como consideración final, en este modelo va a suponerse que el fluido en el 
termómetro se expande a presión constante dentro del capilar, lo cual implica suponer 
que se trabaja con el calor específico a presión constante. 
 
El desarrollo paso a paso de la construcción del modelo del fluido termométrico se puede 
observar en el Apéndice B de este libro. 
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Por las relaciones termodinámicas, se puede lograr una relación entre el calor específico a 
presión constante, ܿ௉, y el coeficiente de expansión térmica, ߢ, del fluido termométrico: 
Dado que 
h ൌ ݑ ൅ ܲv 
Derivando parcialmente respecto a ܶ a ܲ constante: 
൬߲h߲ܶ൰௉ ൌ ൬
߲ݑ
߲ܶ൰௉ ൅ ܲ ൬
߲v
߲ܶ൰௉ 
Se define que  
൬߲h߲ܶ൰௉ ൌ ܿ௉ 
ߢ ൌ 1
v
൬߲v߲ܶ൰௉ ׵ ൬
߲v
߲ܶ൰௉ ൌ ߢv 
Luego:  
ܿ௉ ൌ ൬߲ݑ߲ܶ൰௉ ൅ ܲߢv 
Despejando:  
൬߲ݑ߲ܶ൰௉ ൌ ܿ௉ െ ܲvߢ 
Restricciones adicionales: va a suponerse que el valor del calor específico, ܿ௉, y el valor del 
coeficiente de expansión térmica, ߢ, son constantes en el intervalo de tiempo de trabajo del 
termómetro. 
 
El considerar como fluido termométrico el mercurio, el cual es un metal líquido, permite 
aproximadamente considerar que la temperatura se distribuye instantáneamente en él, es decir 
no existe distribución espacial de temperatura tanto en el bulbo como en el columna del 
termómetro (ver resistencia interna despreciable). 
 
Como anteriormente ya se mencionó el hecho de que al expandirse isobáricamente todo el 
fluido termométrico y la implicación derivada por ello de asumir el calor específico a presión 
constante, ܿ௉, y por ende también se debe asumir el coeficiente de expansión térmica, ߢ. 
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Para modelar el termómetro puede iniciarse por aplicar el principio de conservación de la 
energía, el cual se puede expresar en términos de un balance de energía sobre un volumen de 
control correspondiente al sistema a modelar.  
 
Según los fundamentos de la mecánica de fluidos, el balance de energía aplicado a un volumen 
macroscópico de control [FOX] 
ሶܳ ൅ ሶܹ௦ ൅ ሶܹ ௖௢௥௧௔௡௧௘ ൌ ߲߲ݐ න ൬ݑ ൅
1
2 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
׊
ߩ݀׊ ൅ න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩݒԦ
ௌ
· ݀ܣറ 
que es la primera ley de la termodinámica, donde se representan los siguientes términos: 
ቌ
݂݈ݑ݆݋ݏ ݀݁ 
݁݊݁ݎ݃íܽ 
ݐݎܽ݊ݏ݂݁ݎܾ݈݅݁
ቍ ൌ ൭
ܽܿݑ݉ݑ݈ܽܿ݅ó݊: ܾܿܽ݉݅݋ݏ ݀݁ 
݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݕ ݉݁ܿá݊݅ܿܽ 
݈݀݁ ݏ݅ݏݐ݁݉ܽ
൱ ൅ ൭
݁݊݁ݎ݃íܽ ݀݁ ݈ܽݏ ܿ݋ݎݎ݅݁݊ݐ݁ݏ 
݉ܽݐ݁ݎ݈݅ܽ݁ݏ ݀݁ ݁݊ݐݎܽ݀ܽ ݕ 
ݏ݈ܽ݅݀ܽ ݈ܽ ݏ݅ݏݐ݁݉ܽ
൱ 
ሶܳ : ܨ݈ݑ݆݋ ݀݁ ܥ݈ܽ݋ݎ ݍݑ݁ ܽݐݎܽݒ݅݁ݏܽ ݈ܽ ݏݑ݌݁ݎ݂݅ܿ݅݁ ݀݁ ܿ݋݊ݐݎ݋݈  
ሶܹ ௦: ܨ݈ݑ݆݋ ݀݁ ܶݎܾ݆ܽܽ݋ ܾ݀݁݅݀݋ ܽ ݌݅݁ݖܽݏ ݉óݒ݈݅݁ݏ ݀݁݊ݐݎ݋ ݈݀݁ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݀݁ ܿ݋݊ݐݎ݋݈ 
ሶܹ ௖௢௥௧௔௡௧௘: ܨ݈ݑ݆݋ ݀݁ ܶݎܾ݆ܽܽ݋ ܾ݀݁݅݀݋ ݁ݏ݂ݑ݁ݎݖ݋ݏ ܿ݋ݎݐܽ݊ݐ݁ݏ ݋ ݐ݈ܽ݊݃݁݊ܿ݅ܽ݁ݏ ݏ݋ܾݎ݁ ݈ܽ ݏݑ݌݁ݎ݂݅ܿ݅݁ ݀݁ ܿ݋݊ݐݎ݋݈ 
 ݒ௦: ܸ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݍݑ݁ ܽݐݎܽݒ݅݁ݏܽ ݈ܽ ݏݑ݌݁ݎ݂݅ܿ݅݁ ݀݁ ܿ݋݊ݐݎ݋݈ 
ݒ: ܸ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݈݂݈݀݁ݑ݅݀݋ ݀݁݊ݐݎ݋ ݈݀݁ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݀݁ ܿ݋݊ݐݎ݋݈  
ߩ: ܦ݁݊ݏ݅݀ܽ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ 
ݒԦ: ܸ݁ܿݐ݋ݎ ܸ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ 
ݖ: ܣ݈ݐݑݎܽ ݌ܽݎܽ ݈ܽ ݁݊݁ݎ݃ଓ́ܽ ݌݋ݐ݈݁݊ܿ݅ܽ ݀݁ ݈݋ݏ ݂݈ݑ݆݋ݏ ݋ ܿ݋ݎݎ݅݁݊ݐ݁ݏ ݉ܽݐ݁ݎ݈݅ܽ݁ݏ  
 
3.1.2.1 Termómetro 
 
El balance de energía global o en todo el termómetro se desarrolla de la siguiente manera. Se 
selecciona un volumen de control, que en este caso es el volumen limitado por el contorno del 
sistema (paredes del termómetro) y la superficie libre de mercurio. En este modelo ሶܳ  es el flujo 
de calor convectivo que atraviesa la superficie del bulbo y el término ሶܹ ௦ que en este caso 
representa: 
 
ሶܹ ௦ ൌ ሺ݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݐݎܾ݆ܽܽ݋ ݀݁ ݆݁݁ െ ݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݐݎܾ݆ܽܽ݋ ݀݁ ݁ݔ݌ܽ݊ݏ݅ó݊ሻ 
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Como no hay trabajo de eje, es decir trabajo debido a piezas que giran respecto a un eje, ሶܹ ௦, 
se reduce a: 
 
ሶܹ ௦ ൌ െሺ݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݐݎܾ݆ܽܽ݋ ݀݁ ݁ݔ݌ܽ݊ݏ݅ó݊ ݈݀݁ ܿ݋݈ݑ݉݁݊ ܿ݋݊ݐݎܽ ݈ܽ ݌ݎ݁ݏ݅ó݊ ݎ݁݅݊ܽ݊ݐ݁ 
ݏ݋ܾݎ݁ ݈ܽ ݏݑ݌݁ݎ݂݅ܿ݅݁ ݈ܾ݅ݎ݁ ݀݁ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ ݐ݁ݎ݉݋݉݁́ݐݎ݅ܿܽሻ 
 
Figura 3.2. Termómetro ASTM 56C-86 usado en la experimentación [El Autor] 
 
También puede ignorarse el trabajo debido a fuerzas cortantes ejercidas por el movimiento del 
fluido sobre las fronteras del volumen de control, por lo cual ሶܹ ௖௢௥௧௔௡௧௘ ൌ 0. De los términos de 
la integral de volumen que en conjunto representan la energía total dentro del volumen de 
control, el término de energía potencial es insignificante y el término de flujo de trabajo debido a 
fuerzas de presión internas al volumen de control es pequeño, pues los cambios de presión 
dentro del volumen de control no son grandes. Como no hay flujo de masa debido al 
movimiento del fluido que atraviese la superficie de control, entonces la integral de superficie en 
la ecuación es cero. Según las restricciones anteriores, la ecuación del balance de energía se 
reduce a: 
 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ߲߲ݐ ൤ܯܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ ൅
1
2 ݒԦ௖ · ݒԦ௖݉௖ ൅
1
2 ݒԦ௕ · ݒԦ௕݉௕൨ ൅ ܲ
݀׊
݀ݐ  
donde 
݄: ܿ݋݂݁݅ܿ݅݁݊ݐ݁ ݀݁ ݈ܿܽ݋ݎ ܿ݋݊ݒ݁ܿݐ݅ݒ݋ 
௠ܶ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ݀݁ ݁ݍݑ݈ܾ݅݅ݎ݅݋ ݁݊ ݈݁ ݉݁݀݅݋ 
ܶ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ݁݊ ݑ݊ ݅݊ݏݐܽ݊ݐ݁ ݀ܽ݀݋ 
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௥ܶ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ݀݁ ݎ݂݁݁ݎ݁݊ܿ݅ܽ 
ܯ: ݉ܽݏܽ ݐ݋ݐ݈ܽ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋  
݉௕: ݉ܽݏܽ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋ 
݉௖: ݉ܽݏܽ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ 
݉௕: ݉ܽݏܽ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋ 
ܿ௣: ݈ܿܽ݋ݎ ݁ݏ݌݁ܿí݂݅ܿ݋ ܽ ݌ݎ݁ݏ݅ó݊ ܿ݋݊ݏݐܽ݊ݐ݁ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ 
ݒԦ௕: ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋ 
ݒԦ௖: ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ 
ܲ: ݌ݎ݁ݏ݅ó݊ ݁݊ ݈ܽ ݏݑ݌݁ݎ݂݅ܿ݅݁ ݈ܾ݅ݎ݁ ݈݀݁ ݈ଓ́ݍݑ݅݀݋ 
׊: ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ 
: ݀݁݊ݏ݅݀ܽ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ 
ݐ: ݐ݅݁݉݌݋ 
La ecuación anterior se interpreta como: El flujo convectivo de calor suministrado al bulbo del 
termómetro es igual al cambio de la energía interna en el bulbo y la columna más el cambio de 
la energía cinética en el bulbo y la columna al moverse debido a la dilatación del fluido, más la 
potencia del trabajo de expansión del volumen de control contra la presión sobre la superficie 
libre de mercurio. 
En la ecuación se considera ܿ௣ constante. Desde el punto de vista termodinámico significa que 
cuando el calor específico se determina a presión constante, una parte de la energía 
suministrada al sistema se convierte en energía interna y la otra se utiliza para hacer el trabajo 
de expansión de las fronteras del volumen de control [WEBER], mientras que cuando se 
determina el calor específico a volumen constante toda la energía suministrada se convierte en 
energía interna. Usualmente los términos caloríficos involucrados son mucho mayores que los 
términos de energía cinética por lo cual el balance global conduce a: 
[3-1] 
ࢎ࡭࢈ሺࢀ࢓ െ ࢀሻ ൌ ࢚ࣔࣔ ൣࡹࢉ࢖ሺࢀ െ ࢀ࢘ሻ൧ ൅ ࡼ
ࢊ׊
ࢊ࢚  
El balance global expresado en términos de números adimensionales es: 
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[3-2] 
࡮࢏ࣂ ൌ െ ࢊࣂࢊ࣎ ൅ ࣓
ࢊ࣏
ࢊ࣎ 
Donde 
ߠ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
ߠ ൌ ௠ܶ െ ܶ
௠ܶ െ ଴ܶ 
଴ܶ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ ݁݊ ݈݁ ݐ݁ݎ݉݋́݉݁ݐݎ݋ 
߬: ݐ݅݁݉݌݋ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
߬ ൌ ݐݐ௠ 
ݐ௠: ݐ݅݁݉݌݋ ݁݊ ݈݁ ݍݑ݁ ݈݁ ݐ݁ݎ݉݋́݉݁ݐݎ݋ ݈ܽܿܽ݊ݖܽ ݈ܽ ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ݀݁ ݁ݍݑ݈ܾ݅݅ݎ݅݋ ݁݊ ݈݁ ݉݁݀݅݋, ௠ܶ 
߭: ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ ݋ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ 
߭ ൌ ׊׊଴ 
׊: ܸ݋݈ݑ݉݁݊ ݐ݋ݐ݈ܽ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݐ݁ݎ݉݋݉éݐݎ݅ܿ݋ ݁݊ ݈݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ 
׊଴: ܸ݋݈ݑ݉݁݊ ݐ݋ݐ݈ܽ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݐ݁ݎ݉݋݉éݐݎ݅ܿ݋ ݁݊ ݈݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ 
Y los números adimensionales resultantes junto con su significado: 
ܤ݅ ൌ ݄ܣ௕ݐ௠ܯܿ௉ ൌ
݂݈ݑ݆݋ ܿ݋݊ݒ݁ܿݐ݅ݒ݋
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݈ܽ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݐ݋ݐ݈ܽ 
߱ ൌ ܲ׊଴ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ൌ
݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݐݎܾ݆ܽܽ݋ ݀݁ ݂ݎ݋݊ݐ݁ݎܽ ݉óݒ݈݅
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݐ݋ݐ݈ܽ 
El volumen en el termómetro es la suma del volumen en el bulbo más el volumen en la 
columna. Este balance de volúmenes expresado en términos de volúmenes fraccionales y 
longitudes fraccionales da: 
߭ ൌ ߭௕଴݈௕ ൅ ߭௖଴݈௖ 
donde los volúmenes fraccionales son: 
߭ ൌ ׊׊బ,  ߭௕଴ ൌ
׊್బ
׊బ    y   ߭௖଴ ൌ
׊೎బ
׊బ  
߭: ܸ݋݈ݑ݉݁݊ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ ݐ݋ݐ݈ܽ ݁݊ ݈݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ ݎ݁ݏ݌݁ܿݐ݋ ݈ܽ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݐ݋ݐ݈ܽ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ 
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߭௕଴: ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋ ݈݀݁  ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ݎ݁ݏ݌݁ܿݐ݋ ݈ܽ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݐ݋ݐ݈ܽ ݌ܽݎܽ ݈ܽ  
ܿ݋݊݀݅ܿ݅ó݊ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ  
߭௖଴: ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ ݈݀݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ ݎ݁ݏ݌݁ܿݐ݋ ݈ܽ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݐ݋ݐ݈ܽ ݌ܽݎܽ ݈ܽ   
ܿ݋݊݀݅ܿ݅ó݊ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ 
Y las longitudes fraccionales son: 
݈௕ ൌ ௫್௫್బ  y  ݈௖ ൌ
௫೎
௫೎బ  
݈௕: ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋, ݁ݏ ݀݁ܿ݅ݎ ݈ܽ ݎܽݖó݊ ݁݊ݐݎ݁ ݈ܽ ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋  
݁݊ ܿݑ݈ܽݍݑ݅݁ݎ ݉݋݉݁݊ݐ݋ ݕ ݈ܽ ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋ ݁݊ ݈݁ ݁ݏݐܽ݀݋ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ. 
݈௖: ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ, ݁ݏ ݀݁ܿ݅ݎ ݈ܽ ݎܽݖó݊ ݁݊ݐݎ݁ ݈ܽ ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈ܽ  
ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ ݁݊ ܿݑ݈ܽݍݑ݅݁ݎ ݉݋݉݁݊ݐ݋ ݕ ݈ܽ ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ ݁݊ ݈݁ ݁ݏݐܽ݀݋ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ.  
 
Para expresar la velocidad fraccional que figura en el balance global en términos de velocidad 
se realiza lo siguiente. Se deriva respecto al tiempo el volumen fraccional  ߭, y expresándolo en 
términos del tiempo adimensional conduce a 
݀߭
݀߬ ൌ ߭௖଴ߥ 
donde ߥ ൌ ௗ௟೎ௗఛ   y el balance global de energía en términos de la velocidad fraccional es 
ܤ݅ߠ ൌ െ ݀ߠ݀߬ ൅ ߱߭௖଴ߥ 
El fluido termométrico en el termómetro sufre dilatación y contracción. La relación entre la 
temperatura y la expansión o contracción de un fluido puede determinarse mediante algunas 
relaciones termodinámicas según la literatura [VAN NESS]: 
Definiendo el volumen específico, v, como: v= ׊ெ por termodinámica se tiene: 
v=vሺܶ, ܲሻ 
la derivada total será:  
dv= ൬߲v߲ܶ൰௉ ݀ܶ ൅ ൬
߲v
߲ܲ൰் ݀ܲ 
dividiendo entre v 
90 
 
݀v
v
=
1
v
൬߲v߲ܶ൰௉ ݀ܶ ൅
1
v
൬߲v߲ܲ൰் ݀ܲ 
Se tiene que el coeficiente de dilatación o expansión térmica, ߢ, se define como: 
ߢ ൌ 1
v
൬߲v߲ܶ൰௉ 
Y el coeficiente de compresibilidad, ߛ, como: 
ߛ ൌ 1
v
൬߲v߲ܲ൰் 
La expresión de volumen específico queda: 
݀v
v
=ߢ݀ܶ ൅ ߛ݀ܲ 
݈݊ vv଴ ≈ߢሺܶ െ ௢ܶሻ ൅ ߛሺܲ െ ௢ܲሻ 
Si se trabaja con expansión a presión constante, ܲ ൌ ௢ܲ, por lo cual la ecuación anterior 
conduce a: 
v≈v଴݁఑ሺ்ି ೚்ሻ 
Esta última ecuación puede expresarse en términos del volumen global ׊ del fluido 
termométrico y de la masa total ܯ en el termómetro como 
 
׊
ܯ ≈
׊଴
ܯ ݁
఑ሺ்ି ೚்ሻ 
Lo cual conduce a 
׊
׊଴ ≈݁
఑ሺ்ି ೚்ሻ 
La ecuación anterior relaciona el volumen del fluido termométrico con la temperatura y puede 
expresarse en términos del volumen fraccional como 
߭≈݁Κሺఏబିఏሻ ൌ ݁ିΚሺఏିఏబሻ ൌ ݁ିΚሺఏିଵሻ 
Donde Κ es el coeficiente de dilatación térmica adimensional, definido como Κ ൌ ߢሺ ௠ܶ െ ௢ܶሻ. 
Desarrollando en series de Taylor el miembro derecho de la última ecuación  
91 
 
߭≈݁ିΚሺఏିఏబሻ ൌ ෍ ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿ
୬
n!
∞
୬ୀ଴
 
߭≈݁ିΚሺఏିఏబሻ ൌ 1 ൅ ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿ ൅
ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿଶ
2! ൅
ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿଷ
3! ൅ ڮ ൅
ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿ୧
i! ൅ ڮ 
Según los manuales de las casas fabricantes de termómetros [HAUSER] un buen termómetro 
de fluido líquido termométrico debe satisfacer que el volumen del fluido sea proporcional a los 
cambios de temperatura con respecto a una tempertura inicial. Por lo que en la serie de Taylor 
solo se tiene en cuenta el término lineal y se descartan los términos no lineales, ello conduce a: 
߭≈݁ିΚሺఏିఏబሻ ൌ 1 ൅ ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿ ൌ 1 െ Κሺߠെߠ଴ሻ 
߭≈1 െ Κሺߠെߠ଴ሻ 
Con esta ecuación puede determinarse la velocidad con que cambia el volumen de líquido en el 
termómetro y también la velocidad de desplazamiento de la superficie libre del mercurio. Para 
ello es necesario derivar respecto al tiempo esta ecuación y a continuación expresarla en 
términos del tiempo adimensional, 
݀߭
݀߬ ≈ െ Κ
݀ߠ
݀߬ 
Pero anteriormente se había encontrado  
݀߭
݀߬ ൌ ߭௖଴ߥ 
Combinando estas dos ecuaciones la velocidad fraccional queda expresada en términos de la 
temperatura, ߠ como: 
ߥ ൌ െ Κ߭௖଴
݀ߠ
݀߬ 
 
Sustituyendo esta velocidad en términos de la temperatura en la ecuación de balance [3-2], 
finalmente el balance global en términos de la temperatura adimensional es 
[3-3] 
࡮࢏ࣂ ൌ െሺ૚ ൅ ન࣓ሻ ࢊࣂࢊ࣎ 
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Este modelo está compuesto por dos subsistemas: la columna termométrica y el bulbo. A 
continuación va a efectuarse un balance de energía en cada uno de ellos. 
 
3.1.2.2 Columna 
 
Para este subsistema puede seleccionarse como volumen de control, el volumen del capilar en 
el cual la única frontera que es atravesada por fluido, es que une el bulbo con el capilar. 
Teniendo en cuenta las restricciones iniciales junto con la consideración de expansión del fluido 
a presión constante en la columna, y al aplicar el balance de energía macroscópico, este se 
reduce a: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3.3 Columna (izq.) y capilar (der.) del termómetro usado [El Autor] 
 
݉௖ܿ௣ ݀ܶ݀ݐ ൌ െܲܣ௖ߥ௖ 
El balance de la energía para la columna en términos de números y variables adimensionales 
es: 
[3-4] 
ࡵࢉ ࢊࣂࢊ࣎ ൌ ࣏ࢉ૙࣓ࣇ 
 
donde los números adimensionales ܫ௖ y ߱ son y significan 
ܫ௖ ൌ ௖ܷܷ ൌ
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݐ݋ݐ݈ܽ  
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߱௖ ൌ ܲ׊௖଴ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ൌ
݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݐݎܾ݆ܽܽ݋ ݌݋ݎ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݐ݋ݐ݈ܽ  
 
3.1.2.3 Bulbo 
 
Figura 3.4 Bulbo del termómetro usado [El Autor] 
 
Aplicando el balance macroscópico de energía y tomando como volumen de control el volumen 
del bulbo del termómetro, la ecuación de balance de energía para el bulbo queda: 
 
݀
݀ݐ ൣ݉௕ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ ൌ ݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ െ ሶ݉ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ 
Donde ሶ݉ ൌ ௗ௠್ௗ௧  
Desarrollando y simplificando la ecuación anterior se obtiene finalmente el balance de energía 
en el bulbo del termómetro: 
݉௕ܿ௣ ݀ܶ݀ݐ ൌ ݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ 
La ecuación del bulbo en términos de números adimensionales es: 
[3-5] 
࡮࢏ࣂ ൌ െࡵ࢈ ࢊࣂࢊ࣎ 
Los números adimensionales son 
ܤ݅ ൌ ௛஺್௧೘ெ௖೛  ,            ܫ௕ ൌ
௎್
௎  
donde 
ܷ ൌ ெ௖೛ሺ ೘்ି బ்ሻ௧೘  y ܷ௕ ൌ
௠್௖೛ሺ ೘்ି బ்ሻ
௧೘  
el significado del número adimensional es 
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ܫ௕ ൌ ܷ௕ܷ ൌ
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݐ݋ݐ݈ܽ  
Expresando el balance de energía de cada subsistema en la forma: 
Columna: ܫ௖ ௗఏௗఛ ൌ ߭௖଴߱ߥ 
Bulbo: ܫ௕ ௗఏௗఛ ൌ െܤ݅ߠ 
Sumando estas dos ecuaciones término a término se obtiene 
ܫ௕ ݀ߠ݀߬ ൅ ܫ௖
݀ߠ
݀߬ ൌ െܤ݅ߠ ൅ ߭௖଴߱ߥ 
ሺܫ௕ ൅ ܫ௖ሻ ݀ߠ݀߬ ൌ െܤ݅ߠ ൅ ߭௖଴߱ߥ 
Donde la suma de los flujos fraccionales de acumulación es  
ܫ௕ ൅ ܫ௖ ൌ ܷ௕ܷ ൅
௖ܷ
ܷ  
Pero ܷ௕ ൅ ௖ܷ ൌ ܷ  de donde ܫ௕ ൅ ܫ௖ ൌ ܫ por lo que la ecuación general del termómetro puede 
reducirse a 
ܤ݅ߠ ൌ െ ݀ߠ݀߬ ൅ ߭௖଴߱ߥ 
Que corresponde efectivamente al balance global en el termómetro. 
Comprobado el balance global en el termómetro, y expresando en términos de la temperatura 
adimensional queda: 
ሺ1 ൅ Κ߱ሻ ݀ߠ݀߬ ൅ ܤ݅ߠ ൌ 0 
 
3.1.3 Solución 
 
Para resolver el balance global de energía obtenido [3-3] y obtener la variación de la 
temperatura del fluido termométrico, se asume que los parámetros Κ, ߱ y ܤ݅ de esta ecuación 
son constantes, ello conduce a:  
[3-6] 
࢒࢔ ીી૙ ൌ െ
࡮࢏
૚ ൅ ન࣓ ࣎ 
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o en forma exponencial: 
θ
θ଴ ൌ ݁
ି ஻௜ଵାஂఠఛ 
Para hacer estimativos de algunos términos de la ecuación anterior, en la literatura [KREITH] 
se consultaron los siguientes datos para el mercurio a la temperatura promedio entre ଴ܶ ൌ
30°ܥ, y ஶܶ ൌ 20°ܥ , es decir 25°ܥ: ߢ ൌ 0.000182 °ܥିଵ;  ߩ଴ ൌ 13567 ݇݃/݉ଷ; ܿ௣ ൌ 139 ܬ ݇݃°ܥ⁄  . 
Teniendo en cuenta que el bulbo del termómetro usado tiene un diámetro interior aproximado 
de 4.73 mm y una longitud de 47.40 mm, se desprecia además la masa y volumen de la 
columna al compararla con la del bulbo. Asumiendo además presión atmosférica reinante 
dentro de la superficie libre de mercurio y con los datos anteriores se obtienen el valor de los 
términos: 
߱ ൌ ܲ׊଴ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ൌ
ܲ
ߩ଴ܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
101300 ܲܽ
13600 ݇݃݉ଷ · 140
ܬ
݇݃°ܥ ሺ20°ܥ െ 30°ܥሻ
ൌ െ5.32 ൈ 10ିଷ 
Κ ൌ ߢሺ ௠ܶ െ ௢ܶሻ ൌ 0.000182°ܥିଵሺ20°ܥ െ 30°ܥሻ ൌ െ1.82 ൈ 10ିଷ 
Que permiten calcular el término 
Κ߱ ൌ ሺെ1.82 ൈ 10ିଷሻሺ5.32 ൈ 10ିଷሻ ൌ 9.68 ൈ 10ି଺ 
De donde puede observarse que el número adimensional Κ߱ ا 1, lo cual significa que el flujo 
de trabajo fraccional (número ߱) es muy pequeño comparado con los términos calóricos, por 
tanto la respectiva expresión se reduce a:     
1 ൅ Κ߱ ൅ 1 ൎ 1 
Y de esta manera la ecuación de balance queda finalmente como: 
[3-7] 
ી
ી૙ ൌ ࢋ
ି࡮࢏࣎ 
Se recuerda que esta expresión se obtuvo para el caso en el cual el fluido termométrico se 
dilata por calentamiento. Si se repite todo el procedimiento aplicado pero para el caso en el que 
la columna termométrica se contrae por enfriamiento en el bulbo del termómetro, se obtiene la 
misma ecuación, lo cual indica que el balance de energía es invariante de la dirección de flujo 
de calor al entrar o salir del termómetro. 
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Transformando el modelo logrado a la forma dimensional: 
Si ଴ܶ ൐ ௠ܶ: 
ࢀ ൌ ሺࢀ૙െࢀ࢓ሻࢋି
ࢎ࡭࢈ࡹࢉ࢖࢚ ൅ ࢀ࢓ 
de manera que 
ࢀ െ ࢀ࢓
ࢀ૙െࢀ࢓ ൌ ࢋ
ିࢎ࡭࢈ࡹࢉ࢖࢚ 
࢒࢔ ൬ࢀ െ ࢀ࢓ࢀ૙െࢀ࢓൰ ൌ െ
ࢎ࡭࢈
ࡹࢉ࢖ ࢚ 
[3-8] 
࢒࢔ ൬ࢀ െ ࢀஶࢀ૙െࢀஶ൰ ൌ െ
ࢎ࡭࢈
ࡹࢉ࢖ ࢚ 
 
Otra manera más simplificada de lograr el mismo modelo se explica a continuación. 
Un balance de energía sobre el sistema cerrado y en estado permanente correspondiente al 
fluido termométrico: 
ቀ݂݈ݑ݆݋ ݈݀݁ܿܽ݋ݎ ቁ ൌ ൬
݂݈ݑ݆݋ ݀݁  
ݐݎܾ݆ܽܽ݋ ൰ ൅ ൬
ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ 
݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ൰ 
ሶܳ ൌ ሶܹ ൅ ܷ݀݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅
݀
݀ݐ ൛ܯൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ൟ 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅ ܯܿ௣
݀ܶ
݀ݐ  
Anteriormente se había establecido que el modelo de dilatación del fluido termométrico se 
aproximaba a:  
׊≈׊଴݁఑ሺ்ି ೚்ሻ 
׊≈׊଴݁఑ሺ்ି ೚்ሻ ൎ ׊଴ሾ1 ൅ ߢሺܶ െ ௢ܶሻሿ 
Derivando esta expresión respecto al tiempo con ߢ constante: 
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݀׊
݀ݐ ≈
݀
݀ݐ ׊଴ሾ1 ൅ ߢሺܶ െ ௢ܶሻሿ ൌ ׊଴ߢ
݀ܶ
݀ݐ  
Reemplazado en el balance de energía: 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ൫ܲ׊଴ߢ ൅ ܯܿ௣൯ ݀ܶ݀ݐ  
introduciendo las variables adimensionales: 
ܤ݅ߠ ൌ െሺ1 ൅ Κ߱ሻ ݀ߠ݀߬ 
O en forma más general: 
 
Desarrollamos anteriormente el balance hasta este punto: 
 
ሶܳ ൌ ሶܹ ൅ ܷ݀݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅ ܯ
݀ݑ
݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅ ܯ
݀
݀ݐ ൣܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅ ܯ
݀
݀ݐ ൫ܿ௣ܶ൯ 
despejando ݄: 
݄ ൌ 1ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൤ܲ
݀׊
݀ݐ ൅ ܯ
݀
݀ݐ ൫ܿ௣ܶ൯൨ 
݄ ൌ ܯܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൤ܲ
݀v
݀ݐ ൅
݀
݀ݐ ൫ܿ௣ܶ൯൨ 
 
donde todos los parámetros son medibles, lo que exige desarrollar: 
ݐ  ܶ ܿ௣ሺܶሻ  vሺݐሻ 
0 ଴ܶ   
ݐଵ ଵܶ   
ݐଶ ଶܶ   
ڭ ڭ   
ݐ௠ ௠ܶ   
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3.2 CONVECCIÓN LIBRE ALREDEDOR DEL BULBO DEL TERMÓMETRO 
 
Parte de los objetivos del presente trabajo es generar algunas ecuaciones para predecir 
teóricamente el coeficiente de transferencia de calor. En el presente numeral, con base en los 
principios y fundamentos de fenómenos de transporte, se plantearan y solucionarán algunos 
modelos teóricos para calcular el coeficiente de Transferencia de calor para convección libre 
alrededor del bulbo de un termómetro de vidrio. La forma expedita y explicita de construcción y 
solución de los tres siguientes modelos se puede encontrar en el Apéndice C del presente 
trabajo. 
 
Situación física a modelar: El problema o situación física de la cual quiere predecirse el 
coeficiente de transferencia de calor corresponde básicamente a los dos experimentos que se 
enuncian a continuación:  
 
Primer experimento: Se tiene un termómetro de vidrio colgado y fijo verticalmente. A partir de 
un determinado instante se calienta el bulbo del termómetro con un mechero hasta que alcance 
la temperatura cercana a la máxima de la escala del termómetro. Seguidamente se suspende 
el calentamiento. Entonces el bulbo del termómetro comienza a enfriarse por convección libre 
en el ambiente que lo rodea. 
 
Segundo experimento: Se tiene un termómetro de vidrio situado horizontalmente y mantenido 
fijo. A partir de un determinado instante se calienta el bulbo del termómetro con un mechero 
hasta que alcance la temperatura cercana a la máxima de la escala del termómetro. 
Seguidamente se suspende el calentamiento. Entonces el bulbo del termómetro comienza a 
enfriarse por convección libre en el ambiente que lo rodea. 
 
3.2.1 Termómetro En Posición Vertical Con Flujo Transitorio 
 
3.2.1.1 Descripción Fenomenológica 
 
El fenómeno de convección natural del fluido alrededor del bulbo para las configuraciones 
vertical fue ampliamente discutido en la sección 2.2.  
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Aquí se parte del hecho que despreciando la resistencia térmica del vidrio, el modelo transitorio 
del fluido termométrico debe coincidir con el modelo transitorio del fluido alrededor del bulbo en 
un valor radial igual al radio del bulbo. 
 
Figura 3.5 Relación instantánea entre los perfiles de temperatura en la interfaz [El Autor] 
 
Al observar el bulbo del termómetro, en la cual sucede el transporte de calor, puede verse que 
el bulbo geométricamente está compuesto por dos partes: el cuerpo del bulbo de forma 
cilíndrica y el extremo del bulbo conformado por una semiesfera. Para efectos de modelamiento 
la estrategia es inicialmente simplificar el problema asumiendo algunas restricciones. Y a 
medida que se plantea el modelo van asumiéndose otras restricciones. 
Restricción geométrica: Asumir que el bulbo del termómetro es básicamente un cilindro.   
Suposiciones:  
 Flujo transitorio de transporte de calor y de cantidad de movimiento. 
 Velocidad radial ݒ௥ ՜ 0:  No existe desplazamiento lateral de materia. A partir de la 
observación de fotografías del campo de flujo de velocidad en cilindros calentados, 
Figuras 1.9 y 2.3 se ve que básicamente el flujo solo tiene componente axial de 
velocidad.   
 No existe movimiento angular ݒఏ ൌ 0. 
 Gradiente de velocidad axial డ௩೥డ௭ ൌ 0: Ello en virtud de las pequeñas dimensiones del 
bulbo, el recorrido que hace el aire en la longitud de bulbo es pequeño. 
 Gradiente de velocidad radial డ௩೥డ௧ : Es el más importante. 
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 Se tienen en cuenta las fuerzas de flotación. 
Considerando que la velocidad del aire es pequeña alrededor del bulbo, según la literatura para 
números de Mach menores a 0.3 el gas puede tratarse como fluido incompresible y para efecto 
en la ecuación de energía se considera propiedades medias constantes tales como la densidad 
y la viscosidad.  Bajo esta restricción y añadiendo la restricción de suponer que no existe 
gradiente axial de temperatura además de las restricciones dadas anteriormente, se procede a 
la construcción del modelo. 
  
3.2.1.2 Construcción 
 
Va a utilizarse el método diferencial. Partiendo de las ecuaciones diferenciales de conservación 
de movimiento y energía y bajo las consideraciones establecidas anteriormente y en 2.2, 
exceptuando la de estado estacionario: 
Cantidad de Movimiento: 
Componente z 
߲ݒ௭
߲ݐ ൅ ݒ௥
߲ݒ௭
߲ݎ ൅ ݒ௭
߲ݒ௭
߲ݖ ൌ
ߥ
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൰ ൅ ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻ 
 
Energía: 
߲ܶ
߲ݐ ൅ ݒ௥
߲ܶ
߲ݎ ൅ ݒ௭
߲ܶ
߲ݖ ൌ
ߙ
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ܶ
߲ݎ൰ 
 
Si el componente radial de la velocidad es insignificante comparado con el axial y además 
considerando como aproximación adicional que ܮ ا ߜ, ߜ், lo que puede inducir a despreciar los 
cambios de velocidad y temperatura axiales o, dicho de otra manera, estos son muy pequeños 
comparados con los cambios radiales, se pueden despreciar los términos que contengan los 
factores: 
 
߲ݒ௭
߲ݖ    ݕ   
߲ܶ
߲ݖ  
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Lo que permite reescribir las ecuaciones de la siguiente forma: 
 
Cantidad de Movimiento: 
Componente z 
߲ݒ௭
߲ݐ ൌ
ߥ
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൰ ൅ ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻ 
Energía: 
߲ܶ
߲ݐ ൌ
ߙ
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ܶ
߲ݎ൰ 
 
Que se pueden escribir como: 
 
Cantidad de Movimiento: 
Componente z 
[3-9] 
ࣇ ቆࣔ
૛࢜ࢠ
ࣔ࢘૛ ൅
૚
࢘
ࣔ࢜ࢠ
ࣔ࢘ ቇ ൅ ࢍࢼሺࢀ െ ࢀஶሻ ൌ
ࣔ࢜ࢠ
࢚ࣔ  
Energía: 
[3-10] 
ࢻ ቆࣔ
૛ࢀ
ࣔ࢘૛ ൅
૚
࢘
ࣔࢀ
ࣔ࢘ቇ ൌ
ࣔࢀ
࢚ࣔ  
Aquí se puede resolver la ecuación de energía desacoplada a la de cantidad de movimiento y 
con esta solución bajo la condición inicial y de frontera se procede a resolver la ecuación de 
movimiento o flujo. 
 
Resolviendo  entonces la ecuación [3-10]: 
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ߙ ቆ߲
ଶܶ
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ܶ
߲ݎቇ ൌ
߲ܶ
߲ݐ  
Bajo las condiciones limites: 
 
Inicial: 
ܶሺܴ, 0ሻ ൌ ௪ܶ଴ 
Frontera 
ܶሺܴ, ݐሻ ൌ ௪ܶ 
en la superficie del bulbo         ሶܳ ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ ൌ ሶܳ௖௢௡௩௘௖௖௜ó௡ 
ܶሺ∞, ݐሻ ൌ ∞ܶ 
 
 
3.2.1.3 Solución 
 
El desarrollo en detalle de estas ecuaciones se puede encontrar en el Apéndice C. Por el 
método de separación de variables planteando una solución de la forma: 
 
ܶሺݎ, ݐሻ ൌ ܹሺݎሻܩሺݐሻ ൅ ܿ 
 
hallando las derivadas parciales respectivas y reemplazando en la ecuación de energía: 
ߙ ቆ߲
ଶܶ
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ܶ
߲ݎቇ ൌ
߲ܶ
߲ݐ  
ߙ ൤ܹ ′′ሺݎሻܩሺݐሻ ൅ 1ݎ ܹ
′ሺݎሻܩሺݐሻ൨ ൌ ܹሺݎሻܩ ′ሺݐሻ 
Dividiendo entre ܹሺݎሻܩሺݐሻ: 
1
ܹሺݎሻ ൤ܹ
′′ሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
′ሺݎሻ൨ ൌ 1ߙ
ܩ ′ሺݐሻ
ܩሺݐሻ  
Si esto es igual al parámetro, െߣଶ:     
1
ܹሺݎሻ ൤ܹ
′′ሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
′ሺݎሻ൨ ൌ 1ߙ
ܩ ′ሺݐሻ
ܩሺݐሻ ൌ െߣ
ଶ 
Se desprenden las dos ecuaciones diferenciales ordinarias: 
1
ߙ
ܩ ′ሺݐሻ
ܩሺݐሻ ൌ െߣ
ଶ 
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1
ܹሺݎሻ ൤ܹ
′′ሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
′ሺݎሻ൨ ൌ െߣଶ 
Resolviendo cada ecuación independientemente,  
 
empezando con la de ܩ: 
ܩ ′ሺݐሻ ൌ െߙߣଶܩሺݐሻ 
Despejando ܩ: 
ࡳሺ࢚ሻ ൌ ࢉ૙ࢋିࢻࣅ૛࢚ 
ahora se prosigue con la segunda ecuación de ܹ: 
ܹ ′′ሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
′ሺݎሻ ൌ െߣଶܹሺݎሻ 
ܹ ′′ሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
′ሺݎሻ ൅ ߣଶܹሺݎሻ ൌ 0 
A partir de la sustitución:   
ݏ ൌ ߣݎ 
con lo cual se cambia de variable independiente en cada uno de los términos de la ecuación. 
Sustituyendo en la ecuación y dividiendo por ߣଶ: 
 
݀ଶܹ
݀ݏଶ ൅
1
ݏ
ܹ݀
݀ݏ ൅ ܹ ൌ 0 
 
La cual es una ecuación de Bessel con parámetro, ߥ ൌ 0, siendo un número real no negativo.  
 
La forma estándar de dicha ecuación es [KREYSZING]: 
ݕ ′′ ൅ 1ݔ ݕ
′ ൅ ቆ1 െ ߥ
ଶ
ݔଶቇ ݕ ൌ 0 
Si ߥ ൌ ݊ ൌ 0, cuando toma el valor del entero cero, la ecuación se reduce a: 
ݕ ′′ ൅ 1ݔ ݕ
′ ൅ ݕ ൌ 0 
Que tiene como solución: 
ݕሺݔሻ ൌ ܿଵܬ଴ሺݔሻ ൅ ܿଶ ଴ܻሺݔሻ 
 
Donde ܬ଴ሺݔሻ es la función de Bessel de primera clase de orden cero y ଴ܻሺݔሻ es la función de 
Bessel de segunda clase de orden cero. 
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Para el caso de estudio la solución es: 
ܹሺݏሻ ൌ ܿଵܬ଴ሺݏሻ ൅ ܿଵ ଴ܻሺݏሻ 
entonces: 
ࢃሺ࢘ሻ ൌ ࢉ૚ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻ ൅ ࢈ࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ 
 
por tanto el perfil espacio-temporal de temperatura: 
 
ܶሺݎ, ݐሻ ൌ ܹሺݎሻܩሺݐሻ ൅ ܿ 
ܶሺݎ, ݐሻ ൌ ሾܿ଴ܿଵܬ଴ሺߣݎሻ ൅ ܿ଴ܿଶ ଴ܻሺߣݎሻሿ݁ିఈఒమ௧ ൅ ܿ 
 
Llamando las nuevas constantes como 
ܿ଴ܿଵ ൌ ܣଵ   y    ܿ଴ܿଵ ൌ ܾ 
 
queda: 
ࢀሺ࢘, ࢚ሻ ൌ ሾ࡭૚ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻ ൅ ࢈ࢅ૙ሺࣅ࢘ሻሿࢋିࢻࣅ૛࢚ ൅ ࢉ 
 
aplicando las condiciones iniciales y de frontera para hallar las constantes  ࡭૚,   ࢈   ݕ   ࢉ: 
 
Espaciales (de frontera): 
ܶሺ∞, ݐሻ ൌ ∞ܶ 
ࢉ ൌ ࢀ∞ 
 
ܶሺܴ, ݐሻ ൌ ௪ܶ 
ሾ࡭૚ܬ଴ሺߣܴሻ ൅ ࢈ ଴ܻሺߣܴሻሿ݁ିఈఒమ௧ ൌ ௪ܶെ ∞ܶ 
 
െ݇ܣ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ         ׊ݐ, ݐ ൐ 0 
ሾ݄ܬ଴ሺߣܴሻ െ ݇ߣܬଵሺߣܴሻሿ࡭૚ ൅ ሾ݄ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻሿ࢈ ൌ 0 
 
Temporales (iniciales): 
ܶሺܴ, 0ሻ ൌ ௪ܶ଴      
ܬ଴ሺߣܴሻ࡭૚ ൅ ଴ܻሺߣܴሻ࢈ ൌ ௪ܶ଴ െ ∞ܶ 
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Resolviendo el sistema para hallar ࡭૚  y   ࢈: 
 
൜ሾ݄ܬ଴ሺߣܴሻ െ ݇ߣܬଵሺߣܴሻሿ࡭૚ ൅ ሾ݄ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻሿ࢈ ൌ 0ܬ଴ሺߣܴሻ࡭૚ ൅ ଴ܻሺߣܴሻ࢈ ൌ ௪ܶ଴ െ ∞ܶ  
 
Por regla de Cramer: 
࡭૚ ൌ
ࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࢎ࢑ࣅ ࢅ૙ሺࣅࡾሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ሺࢀ࢝૙ െ ࢀ∞ሻ 
 
࢈ ൌ
ࢎ
࢑ࣅ ࡶ૙ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ሺࢀ࢝૙ െ ࢀ∞ሻ 
 
Por tanto la solución queda: 
 
ࢀሺ࢘, ࢚ሻ ൌ ࢀ∞ ൅ ࢋିࢻࣅ૛࢚ሾ࡭૚ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻ ൅ ࢈ࢅ૙ሺࣅ࢘ሻሿ 
 
Sustituyendo las constantes en la ecuación se obtiene: 
 
[3-11] 
ࢀ െ ࢀ∞
ࢀ࢝૙ െ ࢀ∞ ൌ
ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ ൅ ࢎ࢑ࣅ ሾࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ െ ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૙ሺࣅࡾሻሿ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ࢋ
ିࢻࣅ૛࢚ 
 
Si    ܶሺܴ, ݐሻ ൌ ோܶ ൌ ܶௐ,   en  ݎ ൌ ܴ (superficie del bulbo) la evolución en el tiempo es 
 
[3-12] 
ࢀ࢝ െ ࢀ∞
ࢀ࢝૙ െ ࢀ∞ ൌ ࢋ
ିࢻࣅ૛࢚ 
o en su forma logarítmica: 
 
࢒࢔ ࢀ࢝ െ ࢀ∞ࢀ࢝૙ െ ࢀ∞ ൌ െࢻࣅ
૛࢚ 
o despejando:  
ࢀ࢝ ൌ ሺࢀ࢝૙ െ ࢀ∞ሻࢋିࢻࣅ૛࢚ ൅ ࢀ∞ 
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La ecuación anterior, representa la evolución en el tiempo de la temperatura en la superficie del 
bulbo, obtenida a partir del perfil de temperatura del fluido que rodea al bulbo. Ecuación que 
tiene la misma forma exponencial de la evolución de temperatura que se obtuvo anteriormente 
en 3.1 (en Fluido Termométrico) dentro del bulbo [3-8]: 
݈݊ ܶ െ ∞ܶ
0ܶെ ∞ܶ ൌ െ
݄ܣ௕
ܯܿ௣ ݐ 
 
3.2.1.4 Parámetro ૃ 
 
3.2.1.4.1 Despreciando la resistencia de pared ௪ܶ ൎ ܶ, y ௪ܶ଴ ൎ ଴ܶ 
  
Por comparación entre los dos perfiles [3-8] y [3-12]: 
 
݈݊ ௪ܶ െ ∞ܶ
௪ܶ଴ െ ∞ܶ ൎ ݈݊
ܶ െ ∞ܶ
0ܶെ ∞ܶ  
 
Se obtiene que: 
ߣଶ ൌ ߙ
ᇱ
ߙ
ܤ݅
ܮ௖ଶ ൌ
1
ߙ
ߙᇱ
ܮ௖ଶ ܤ݅ ൌ
1
ߙ
ܨ݋
ݐ · ܤ݅ ൌ ܤ݅ܨ݋
1
ߙݐ 
o de otra manera: 
ࣅ ൌ ඨ ࢎࢻ࣋ࡸࢉࢉ࢖ ൌ ඨ
ࢻ′
ࢻ
࡮࢏
ࡸࢉ૛ ൌ
૚
ࡸࢉ ඨ
ࢻ′
ࢻ
࡮࢏
ࡸࢉ૛ ൌ
ඨ࡮࢏ࡲ࢕ࢻ࢚  
  
Donde ߙᇱ es la difusividad térmica del fluido termométrico. No olvidar que el número de Fourier,  
ܨ݋, está dado por: 
ܨ݋ ൌ ߙ
′ݐ
ܮ௖ଶ  
 
3.2.1.4.2 Considerando la resistencia de la pared 
 
El balance de calor establece: 
ሶܳ ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ ൌ ሶܳ௖௢௡௩௘௖௖௜ó௡ 
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ܶ െ ௪ܶ
ܴ௪ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ ൌ
ܶ െ ∞ܶ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
 
 
௪ܶ െ ∞ܶ ൌ ܶ െ ∞ܴܶ௪ ൅ 1݄ܣ
 
Igualmente, al inicio:  
௪ܶ଴ െ ∞ܶ ൌ ଴ܶ െ ∞ܴܶ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
 
 
Dividiendo estas dos últimas expresiones, extrayendo logaritmos, aplicando propiedades y 
haciendo sustituciones se llega a: 
݈݊ ௪ܶ െ ∞ܶ
௪ܶ଴ െ ∞ܶ ൌ ݈݊
଴ܶ െ ∞ܶ
ܶ െ ∞ܶ ൅ ݈݊
ܴ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
 
Recordando los perfiles [3-8] y [3-12] para sustituir en los dos primeros términos logarítmicos 
de la ecuación anterior: 
െߙߣଶݐ ൌ െ ݄
כܣ௕
ܯܿ௣ ݐ ൅ ݈݊
ܴ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
 
donde ࢎכ es un coeficiente global de transferencia de calor (en realidad ࢁ), ya que tiene 
incluida la resistencia de pared: 
 
Despejando: 
ߣଶ ൌ ݄
כܣ௕
ߙܯܿ௣ െ
1
ߙݐ ݈݊
ܴ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
 
 
3.2.1.5 Relación entre ࢎכ y ࢎ 
 
Por Fourier y Ley de Omh de Calor se tiene para el coeficiente global ࢁ: 
ሶܳ ൌ ܷܣ∆ܶ ൌ ∆்ܴܶ  
De donde   
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்ܴ ൌ 1ܷܣ ൌ
1
 ݄כܣ 
 
Despejando ݄כ: 
݄כ ൌ 1்ܴ ܣ 
Como: 
∆ܶ ൌ  ܶ െ ∞ܶ 
 
Las resistencias presentes entre estas dos temperaturas:  
 
Figura 3.6 Circuito de Resistencias Térmicas [El Autor] 
 
Se puede evaluar la resistencia térmica total equivalente del circuito anterior, 
 
்ܴ ൌ ܴ௪ ൅ ܴ஼ ൌ ܴ௪ ൅ 1݄ܣ 
 
no olvidar que la resistencia de pared, ܴ௪, es conductiva en un cilindro hueco: 
ܴ௪ ൌ 12ߨ݇ܮ ݈݊
ܦ௘௫௧
ܦ௜௡௧  
luego el coeficiente global será: 
݄כ ൌ 1்ܴ ܣ ൌ
1
ܣ ቀܴ௪ ൅ 1݄ܣቁ
ൌ 1
ܣܴ௪ ൅ 1݄
 
también:  
1
 ݄כܣ ൌ ்ܴ ൌ ܴ௪ ൅
1
݄ܣ 
1
݄כܣ ൌ
1
݄ܣ ൅ ܴ௪ 
 
o también despejando ࢎ, que es el coeficiente individual (que no contiene la resistencia 
conductiva de la pared) es: 
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[3-13] 
ࢎ ൌ ૚૚
 ࢎכ െ ࡭࢈ࡾ࢝
 
 
Con todo lo anterior se puede reescribir la expresión de ࣅ૛ obtenida inmediatamente atrás en 
3.2.1.4.2: 
 
ߣଶ ൌ ݄
כܣ௕
ߙܯܿ௣ െ
1
ߙݐ ݈݊
݄כ
݄଴כ ൌ
݄כ
ߙߩܮ௖ܿ௣ െ
1
ߙݐ ݈݊
݄כ
݄଴כ ൌ
ߙ ′
ߙ
ܤ݅
ܮ௖ଶ െ
1
ߙݐ ݈݊
݄כ
݄଴כ ൌ
ܤ݅ܨ݋
ߙݐ െ
1
ߙݐ ݈݊
݄כ
݄଴כ ൌ
1
ߙݐ ቈܤ݅ܨ݋ െ ݈݊
݄כ
݄଴כ ቉ 
 
[3-14] 
ࣅ ൌ ඨ ࢎ
כ
ࢻ࣋ࡸࢉࢉ࢖ െ
૚
ࢻ࢚ ࢒࢔
ࢎכ
ࢎ૙כ ൌ
ඨࢻ
′
ࢻ
࡮࢏
ࡸࢉ૛ െ
૚
ࢻ࢚ ࢒࢔
ࢎכ
ࢎ૙כ ൌ ඨ
૚
ࢻ࢚ ቈ࡮࢏ࡲ࢕ െ ࢒࢔
ࢎכ
ࢎ૙כ ቉ 
 
Se observa que si ݄כ ൌ ݄଴כ , se obtiene: 
ߣ ൌ ඨܤ݅ܨ݋ߙݐ  
 
Esto puede suceder si se desprecia ܴ௪ ante ଵ௛஺ y 
ଵ
௛బ஺ y si además ݄ ൌ ݄଴. 
 
3.2.1.6 Relación con el perfil de velocidad 
 
La constante  ࣅ  surge durante el proceso de solución de la ecuación de energía, y ésta 
depende de la velocidad del fluido, como se observara al sustituir el perfil de temperatura en la 
ecuación de cantidad de movimiento. El parámetro ࣅ puede obtenerse de los datos 
experimentales de temperatura en el bulbo y por mínimos cuadrados por la ecuación de la 
evolución de la temperatura. 
 
De los datos de temperatura del termómetro puede determinarse ࣅ y conocido ࣅ se tiene el 
perfil de temperaturas con el cual se resuelve  la ecuación de cantidad de movimiento [3-9] 
para determinar el perfil de velocidad: 
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߲ݒ௭
߲ݐ ൌ ߥ ቆ
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ቇ ൅ ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻ 
Condición inicial     ݐ ൌ 0        ݒ௭ ൌ ݒ௜                
Condición en la superficie ݎ ൌ ܴ       ݒ௭ ൌ 0 
Retomando el perfil de temperatura [3-11]:  
ܶ െ ∞ܶ
௪ܶ଴ െ ∞ܶ ൌ
ܬ଴ሺߣݎሻ ଵܻሺߣܴሻ ൅ ݄݇ߣ ሾܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣݎሻ െ ܬ଴ሺߣݎሻ ଴ܻሺߣܴሻሿ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣݎሻ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ݁
ିఈఒమ௧ 
ܶ െ ∞ܶ ൌ
ܬ଴ሺߣݎሻ ଵܻሺߣܴሻ ൅ ݄݇ߣ ሾܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣݎሻ െ ܬ଴ሺߣݎሻ ଴ܻሺߣܴሻሿ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣݎሻ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ሺ ௪ܶ଴ െ ∞ܶሻ݁
ିఈఒమ௧ 
El parámetro ࣅ queda vinculado a la velocidad cuando la solución anterior se reemplace en la 
ecuación de cantidad de movimiento  ߣ ൌ ݂ሺݒҧ௭ሻ. 
ࣔ࢜ࢠ
࢚ࣔ ൌ ࣇ ቆ
ࣔ૛࢜ࢠ
ࣔ࢘૛ ൅
૚
࢘
ࣔ࢜ࢠ
ࣔ࢘ ቇ ൅
ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ ൅ ࢎ࢑ࣅ ሾࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ െ ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૙ሺࣅࡾሻሿ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ࢍࢼሺࢀ࢝૙ െ ࢀ∞ሻࢋ
ିࢻࣅ૛࢚ 
La solución de esta ecuación permite relacionar la velocidad con el parámetro ࣅ. 
3.2.1.7 Número de Nusselt 
Aplicando la condición en ݎ ൌ ߜ ,  ܶ ൌ ∞ܶ al perfil de temperatura [3-11] se obtiene: 
ሾܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣߜሻ െ ܬ଴ሺߣߜሻ ଴ܻሺߣܴሻሿ ܰݑߣܦ ൌ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣߜሻ െ ܬ଴ሺߣߜሻ ଵܻሺߣܴሻ 
Finalmente el Nusselt para todo el sistema es: 
[3-15] 
ࡺ࢛ ൌ
ฬࡶ૚ሺࣅࡾሻ ࢅ૚ሺࣅࡾሻࡶ૙ሺࣅࢾሻ ࢅ૙ሺࣅࢾሻฬ
ฬࡶ૙ሺࣅࡾሻ ࢅ૙ሺࣅࡾሻࡶ૙ሺࣅࢾሻ ࢅ૙ሺࣅࢾሻฬ
ࣅࡰ 
Obsérvese que así el perfil de temperatura varia en el tiempo, la solución produce un solo 
número de Nusselt para el sistema que no depende del tiempo, si el parámetro ࣅ no depende 
del tiempo, lo que implica que la resistencia de pared es despreciable y que el coeficiente de 
transferencia de calor por convección es constante a través del tiempo, lo que en realidad no 
sucede, pero que es salvable en la medida de que se podría asumir el valor promedio como 
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constante. Como no se conoce el espesor de la capa límite, ࢾ, y dado que se obtuvo 
experimentalmente un valor de ܰݑ y de ߣ tanto instantáneo como promedio, con estos 
resultados y a través de la ecuación anterior es posible encontrar dicho espesor tanto 
instantáneo como promedio.  
 
3.2.2 Termómetro En Posición Vertical Con Flujo Cuasiestacionario  
 
3.2.2.1 Planteamiento 
 
Durante los experimentos se observó que la temperatura en la escala del termómetro a partir 
de terminado instante varía muy lentamente. Definiendo una escala de tiempo adecuada puede 
considerarse en este intervalo de tiempo que la derivada  de la temperatura y velocidad con 
respecto al tiempo no cambian apreciablemente y el problema puede tratarse como en estado 
estacionario  డ்ௗ௧ ൌ
డ௩೥
డ௧ ൌ 0. Manteniendo las restricciones del modelo anterior más la 
consideración de Estado estacionario las ecuaciones de cantidad de movimiento y de energía 
se reducen a: 
 
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ െ
݃ߚሺܶ െ ஶܶሻ
߭  
 
߲ଶܶ
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ܶ
߲ݎ ൌ 0 
 
3.2.2.2 Solución 
 
Las condiciones para la ecuación de energía son  
 
                                                   En ݎ ൌ ܴ ՜ ܶ ൌ ோܶ ൌ ௪ܶ      
՜ ߲߲ܶݎ ൌ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
 
Considerando que ܶሺݎ, ݖሻ ൌ ܶሺݎሻ, para que esta ecuación de energía sea diferencial ordinaria y 
multiplicando dicha ecuación por ࢘૛: 
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ݎଶ ݀
ଶܶ
݀ݎଶ ൅ ݎ
݀ܶ
݀ݎ ൌ 0 
 
Lo cual es una ecuación de Cauchy-Euler [ZILL] de la forma: 
ݔଶ ݀
ଶݕ
݀ݔଶ ൅ ݔ
݀ݕ
݀ݔ ൌ 0 
Cuya solución está dada de la forma 
ݕ ൌ ݔ௠ 
Aplicando a la ecuación de energía, la solución será: 
ܶ ൌ ݎ௠ 
Derivando  
݀ܶ
݀ݎ ൌ ݉ݎ
௠ିଵ 
݀ଶܶ
݀ݎଶ ൌ ݉ሺ݉ െ 1ሻݎ
௠ିଶ 
 
y sustituyendo en la ecuación de energía: 
݉ଶ ൌ 0 
݉ ൌ 0 
de orden de multiplicidad 2. 
 
Luego la solución es de la forma: 
 
ܶ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺݎሻ 
 
Bajo las condiciones de frontera: 
En ݎ ൌ ܴ ՜ ܶ ൌ ோܶ ൌ ௪ܶ: 
௪ܶ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺܴሻ 
En ݎ ൌ ܴ ՜ డ்డ௥ቚோ 
ܶ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺݎሻ 
߲ܶ
݀ݎ ൌ
ܿଶ
ݎ  
߲ܶ
߲ݎฬோ ൌ
ܿଶ
ܴ  
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Despejando ܿଶ: 
ܿଶ ൌ ܴ ߲߲ܶݎฬோ 
Luego para ܿଵ: 
ܿଵ ൌ ௪ܶ െ ܿଶܮ݊ሺܴሻ ൌ ௪ܶ െ ܴ ߲߲ܶݎฬோ ܮ݊ሺܴሻ 
 
Reemplazando en el perfil: 
 
ܶ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺݎሻ 
ܶ ൌ ௪ܶ െ ܴ ߲߲ܶݎฬோ ܮ݊ሺܴሻ ൅ ܴ
߲ܶ
߲ݎฬோ ܮ݊ሺݎሻ 
ܶ ൌ ௪ܶ െ ܴ ߲߲ܶݎฬோ ሾܮ݊ሺܴሻ െ ܮ݊ሺݎሻሿ 
ܶ ൌ ௪ܶ െ ܴ ߲߲ܶݎฬோ ܮ݊
ܴ
ݎ  
 
La solución de la ecuación de energía bajo estas condiciones es también de la forma: 
 
[3-16] 
ࢀ ൌ ࢀ࢝ ൅ ࡾ ࣔࢀࣔ࢘ฬࡾ ࡸ࢔
࢘
ࡾ 
 
De la segunda condición se puede definir el número de Nusselt, definiendo como longitud 
característica el diámetro del bulbo del termómetro, aunque se está en libertad de elegir la 
longitud del cilindro como longitud característica.  
 
ܰݑ஽ ൌ െ ܦ௪ܶ െ ஶܶ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
 
3.2.2.3 Ecuación cantidad de movimiento 
 
3.2.2.3.1 Relación con el perfil de temperaturas 
 
Se procede a sustituir el perfil de temperatura obtenido en la ecuación de cantidad de 
movimiento: 
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߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ െ
݃ߚሺܶ െ ஶܶሻ
߭  
Para obtener: 
  
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ െ
݃ߚ
߭ ൬ ௪ܶ ൅ ܴ
߲ܶ
߲ݎฬோ ܮ݊
ݎ
ܴ െ ஶܶ൰ 
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ െ
݃ߚ
߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ 
 
Donde ܽ y  ܾ son: 
ܽ ൌ ௪ܶ െ ஶܶ 
ܾ ൌ ߲߲ܶݎฬோ 
Condiciones límite:  
     En  ݎ ൌ ܴ ՜ ݒ௭ ൌ 0 
     En  ݎ ൌ ߜ ՜ ݒ௭ ൌ 0 
՜ ߲ݒ௭߲ݎ ൌ 0 
  
3.2.2.3.2 Solución  
     
Solucionando la ecuación de cantidad de movimiento junto con las condiciones límite:  
 
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ െ
݃ߚ
߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ 
 
Es también una ecuación no homogénea de Cauchy-Euler análoga a la de energía. Por lo tanto 
la solución de la homogénea: 
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ 0 
es la función complementaria: 
ݒ௭௖ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺݎሻ 
 
Ahora se encuentra la particular por variación de parámetros [ZILL]: 
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ݒ௭௣ ൌ ݑଵݒ௭ଵ ൅ ݑଶݒ௭ଶ 
Donde  
ݒ௭ଵ ൌ 1 
ݒ௭ଶ ൌ ܮ݊ሺݎሻ 
 
Aplicando el Wronskiano ܹ  y los determinantes  ଵܹ ݕ ଶܹ para determinar los parámetros 
ݑଵ ݕ ݑଶ. Se conoce que la función no complementaria es: 
݂ሺݎሻ ൌ െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ 
 
Así  
ܹ ൌ ฬݒ௭ଵ ݒ௭ଶݒ௭ଵᇱ ݒ௭ଶᇱ ฬ ൌ อ
1 ܮ݊ሺݎሻ
0 1ݎ
อ ൌ 1ݎ 
 
ଵܹ ൌ ቤ
0 ݒ௭ଶ
݂ሺݎሻ ݒ௭ଶᇱ ቤ ൌ อ
0 ܮ݊ሺݎሻ
െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ
1
ݎ
อ ൌ െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ ܮ݊ሺݎሻ 
 
ଶܹ ൌ ቤ
ݒ௭ଵ 0
ݒ௭ଵᇱ ݂ሺݎሻቤ ൌ อ
1 0
0 െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ
อ ൌ െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ 
De esta manera: 
ݑଵᇱ ൌ ଵܹܹ ൌ െ
݃ߚ
߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ ݎܮ݊ሺݎሻ 
 
ݑଶᇱ ൌ ଶܹܹ ൌ െ
݃ߚ
߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ ݎ 
Encontrando  
ݑଵ ൌ න െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ ݎܮ݊ሺݎሻ ݀ݎ 
Integrando por partes: 
 
ݑଵሺݎሻ ൌ െ 12
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ଶݎ െ 12
݃ߚ
߭ ሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿݎ
ଶܮ݊ݎ ൅ 14
݃ߚ
߭ ൣሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿ൧ݎ
ଶ 
 
De la misma forma para ݑଶ: 
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ݑଶሺݎሻ ൌ െ 12
݃ߚሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻ
߭ ݎ
ଶ െ ݃ߚܾܴ߭ ൬
1
2 ݎ
ଶ ܮ݊ݎ െ 14 ݎ
ଶ൰ 
Así  
ݒ௭௣ ൌ ݑଵݒ௭ଵ ൅ ݑଶݒ௭ଶ 
ݒ௭௣ ൌ ݑଵ ൅ ݑଶܮ݊ሺݎሻ 
ݒ௭௣ ൌ െ
1
4
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ଶݎ ൅ 34
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ݎ ൅ 14
݃ߚ
߭ ൣሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿ൧ݎ
ଶ 
 
entonces el perfil general de velocidad esta dado por: 
 
ݒ௭ ൌ ݒ௭௖ ൅ ݒ௭௣ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺݎሻ െ
1
4
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ଶݎ ൅ 34
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ݎ ൅ 14
݃ߚ
߭ ൣሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿ൧ݎ
ଶ 
 
3.2.2.3.3 Perfil de velocidad 
 
Ajustando a las condiciones de frontera: 
 
[3-17] 
࢜ࢠ ൌ ࢍࢼ૝࣏ ൜ሺࢇ െ ࢈ࡾሻ൫ࡾ
૛ െ ࢘૛൯ ൅ ൤૛ࢾ૛ ൬ࢇ ൅ ࢈ࡾࡸ࢔ ࢾࡾ൰ ൅
૚
૛ ࢾ
૛ െ ࢈ࡾ൫ࢾ૛ ൅ ࢘૛൯൨ ࡸ࢔ ቀ࢘ࡾቁൠ 
 
3.2.2.4 Número de Nusselt 
 
Obsérvese que si se utiliza la ecuación del perfil de temperaturas conociendo ࢈ (el gradiente de 
temperatura en la superficie del bulbo) entonces quedaría determinado el número de Nusselt. 
Esta constante puede determinarse al aplicar la condición en ݎ ൌ ߜ ՜ ݒ௭ ൌ 0 en la ecuación del 
perfil de velocidad pues se obtiene el gradiente de temperatura en la superficie del bulbo, es 
decir ࢈.  
 
Realizando lo anterior se obtiene ࢈, al ajustar la condición de ݎ ൌ ߜ ՜ ݒ௭ ൌ 0 en el perfil de 
velocidad: 
ܾ ൌ
െ 12 ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൤ߜଶܮ݊
ߜ
ܴ ൅
1
2 ሺܴଶ െ ߜଶሻ൨
ܴ ൤ߜଶܮ݊ ߜܴ ቀܮ݊
ߜ
ܴ െ
1
2ቁ െ
1
4 ሺܴଶ െ ߜଶሻ൨
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El recordar que ܾ ൌ డ்డ௥ቚோ y sustituirlo en la ecuación del perfil de temperatura, permite obtener 
finalmente el número de Nusselt:  
 
[3-18] 
ࡺ࢛ ൌ ተተ૛
ቀࢾࡾቁ
૛
ቀ૚ െ ૛ࡸ࢔ ࢾࡾቁ െ ૚
ቀࢾࡾቁ
૛
൤૚ െ ૛ࡸ࢔ ࢾࡾ ቀ૚ െ ࡸ࢔
ࢾ
ࡾቁ൨ െ ૚
ተተ 
 
Nota: las dos barras indican valor absoluto. 
 
Es decir que Nusselt depende solo del espesor de la capa límite térmica. 
 
3.2.3 Termómetro En Posición Horizontal Con Flujo Cuasiestacionario  
 
3.2.3.1 Consideraciones y Construcción 
 
Para plantear el modelo correspondiente al cilindro horizontal, es necesario considerar que este 
problema es más complejo que el de convección en cilindro vertical, dado que en este caso, la 
fuerza de flotación al trabajar el problema en coordenadas cilíndricas no tiene una sola 
componente sino, tiene dos componentes (la angular y la radial). Pese a que en coordenadas 
rectangulares la fuerza de flotación tiene una componente, el problema se planteará en 
coordenadas cilíndricas pues al trabajarlo en coordenadas rectangulares el problema es más 
difícil de plantear, y sobre todo de resolver. 
 
En coordenadas cilíndricas se tiene el vector velocidad: 
 
ݒറ ൌ ݒ௥݁௥ ൅ ݒఏ݁ఏ ൅ ݒ௭݁௭ 
Inicialmente se asumen las siguientes restricciones: 
 
Al observar en el interferograma (Figura 3.7) de la visualización de las líneas de corriente del 
fluido en convección libre alrededor de un cilindro horizontal se considera que cerca a la 
superficie del bulbo (dentro de la capa límite) el movimiento es principalmente angular pues el 
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flujo tiende a seguir el contorno del cilindro; despreciando por ello las componentes radial y 
axial de velocidad ante la angular, y por ello ݒ௥ ൌ ݒ௭ ൌ 0, para que el vector velocidad se 
reduzca a: ݒറ ൌ ݒఏ݁ఏ 
 
Figura 3.7 Interferograma de cilindro enfriándose por convección natural [HOLMAN] 
 
la fuerza de flotación por metro cúbico es 
 
ܨറா ൌ ߩ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻܿ݋ݏߠ݁௥ ൅ ߩ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݏ݁݊ߠ݁ఏ ൅ 0݁௭ 
 
3.2.3.2 Caso de gradiente angular de temperatura constante  
 
Al aplicar la ecuación de cantidad de movimiento expuestas en el numeral 2.1.1 se obtiene: 
 
Componente radial: 
െߩ ݒఏ
ଶ
ݎ ൌ െ
߲݌
߲ݎ ൅ ߩ݃௥ െ
2ߤ
ݎଶ
߲ݒఏ
߲ߠ   
െ ݒఏ
ଶ
ݎ ൌ െ
2߭
ݎଶ
߲ݒఏ
߲ߠ ൅ ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻܿ݋ݏߠ 
Componente angular: 
ߩ ݒఏݎ
߲ݒఏ
߲ߠ ൌ െ
1
ݎ
߲݌
߲ߠ ൅  ߩ݃ఏ ൅ ߤ ൥
߲
߲ݎ ൭
1
ݎ
߲
߲ݎ ሺݎݒఏሻ൱ ൅
1
ݎଶ
߲ଶݒ௥
߲ߠଶ ൩ 
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ݒఏ
ݎ
߲ݒఏ
߲ߠ ൌ ߭ ൥
߲
߲ݎ ൭
1
ݎ
߲
߲ݎ ሺݎݒఏሻ൱ ൅
1
ݎଶ
߲ଶݒ௥
߲ߠଶ ൩ ൅ ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݏ݁݊ߠ 
 
Considerando gradiente angular de temperatura constante e ignorando la generación de calor 
por fricción viscosa y propiedades constantes bajo el supuesto de flujo incompresible (que es 
válida si el Número de Mach es <0.3), la ecuación de energía expuesta en el mismo numeral 
2.2.1 conduce a:  
ߩܥ௩ ݒఏݎ
߲ܶ
߲ߠ ൌ ݇ ൤
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ܶ
߲ݎ൰൨ 
ݒఏ
ݎ ߉ ൌ ߙ ቆ
߲ଶܶ
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ܶ
߲ݎቇ 
 
Donde ߉ ൌGradiente de temperatura angular  
߉ ൌ ߲߲ܶߠ ൌ ܿݐ݁ 
 
Combinando las componentes angular y radial de cantidad de movimiento y utilizando la 
ecuación de energía, se obtiene la ecuación: 
 
2߭ ߲ݒఏ߲ߠ െ ݎݒఏ
ଶ െ ߭ݒఏܿ݋ݐߠ ൌ 0 
 
Condiciones en ݎ ൌ ܴ ݒఏ ൌ 0   y  en  ߠ ൌ 0  ݒఏ ൌ 0 
 
Al Solucionar la ecuación anterior, en serie de potencias la distribución de velocidad angular 
tiene la forma:  
 
[3-19] 
࢜ࣂ ൌ ࢜࢓ࢇ࢞ ቈቀ࢘ࡾቁ
૛
െ ૚቉ √ࣂ 
 
Combinando la ecuación de energía con el perfil anterior de velocidad, se obtiene 
 
߲ଶܶ
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ܶ
߲ݎ ൌ െ
ݒ௠௔௫߉
ߙ ൬
1
ݎ െ
ݎ
ܴଶ൰ √ߠ 
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Bajo las condiciones límite en la superficie del bulbo 
 
En   ݎ ൌ ܴ       ܶ ൌ ௪ܶ 
En   ݎ ൌ ߜ       ܶ ൌ ஶܶ 
 
Solucionando y forzando condiciones límite se obtiene el perfil de temperatura 
 
[3-20] 
ࢀ െ ࢀ࢝
ࢀ࢝ െ ࢀஶ ൌ ࡸ࢔
ࢾ
ࡾ ൅ ࡸ࢔
࢘
ࡾ െ
࢜࢓ࢇ࢞ࢫ
ࢻሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ ൞ተ
ࣘሺ࢘ሻ ࡸ࢔ ࢘ࡾ
࣐ሺ࢘ሻ ࡸ࢔ ࢾࡾ
ተ െ ተ
࢘ ࡸ࢔ ࢘ࡾ
ࢾ ࡸ࢔ ࢾࡾ
ተ ൅ ૡૢ ࡾൢ √ࣂ 
donde 
߶ሺݎሻ ൌ ݎ
ଷ
9ܴଶ 
߮ሺݎሻ ൌ ߜ
ଷ
9ܴଶ 
 
Al derivar el perfil de temperatura y evaluarlo en ݎ ൌ ܴ 
 
߲ܶ
߲ݎฬோ ൌ
ݒ௠௔௫߉
ߙሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൬
ߜ
ܴ െ
2
3 ܮ݊
ߜ
ܴ െ 1൰ √ߠ െ
1
ܴ 
 
Se definen los números de Nusselt basados en el gradiente radial y angular de temperatura: 
 
ܰݑ஽ ൌ െ ܦ௪ܶ െ ஶܶ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
ܰݑఏ ൌ ߉௪ܶ െ ஶܶ 
  
Y sustituyendo en la ecuación anterior del gradiente radial en ݎ ൌ ܴ,  se obtiene 
 
ܰݑ஽ܮ݊ ߜܴ ൌ 2 െ
ܴܽ ܴ݁
ܩݎ ܰݑఏ√ߠ ൬
ߜ
ܴ െ
2
3 ܮ݊
ߜ
ܴ െ 1൰ 
Pero ܴܽ ൌ ܩݎ ܲݎ 
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ܰݑ஽ܮ݊ ߜܴ ൌ 2 െ ܲݎܴ݁ܰݑఏ√ߠ ൬
ߜ
ܴ െ
2
3 ܮ݊
ߜ
ܴ െ 1൰ 
 
Como una aproximación podría considerarse ܰݑ஽ ൎ ܰݑఏ, lo cual conduce a 
 
[3-21] 
ࡺ࢛ࡰ ൌ ૛ ࡼ࢘ࡾࢋ ቀࢾࡾ െ
૛
૜ ࡸ࢔
ࢾ
ࡾ െ ૚ቁ √ࣂ ൅ ࡸ࢔
ࢾ
ࡾ
 
 
3.2.3.3 Caso sin gradiente angular de temperatura: ܶሺݎ, ߠሻ ൎ ܶሺݎሻ 
 
El caso anterior consideró gradiente angular constante de temperatura ߉. Si ahora se considera 
la temperatura angular constante, es decir el gradiente angular de temperatura igual a cero. Al 
repetir todo el procedimiento anterior, El número de Nusselt es 
 
[3-22]  
ࡺ࢛ࡰ ൌ ૛ࡸ࢔ ࢾࡾ
 
 
Solución idéntica a la obtenida por Langmuir para una superficie curva [MARTINENKO]  
 
NOTA: El valor de ࢾ usado en las secciones 3.2.1 hasta 3.2.3 en realidad no corresponde al espesor de la 
capa  límite, ࢾࢀ, sino que corresponde a  la distancia radial desde el eje axial del cilindro hasta el borde  
de dicha capa, es decir que lleva incluido el radio, a saber:   ࢾ ൌ ࡾ ൅ ࢾࢀ. 
En el capítulo 2 si se usó correctamente este parámetro.  
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4. DETERMINACIÓN EXPERIMENTAL 
 
 
Es este capítulo se da una descripción detallada de la manera como partiendo de unos 
ensayos previos se realizó la determinación experimental para obtener los coeficientes de 
transferencia de calor de las situaciones propuestas, además de la exposición de los montajes 
usados y el procedimiento a seguir. El desarrollo de este capítulo, junto con apartes de los 
Capítulos 2 y 5, es la base para la construcción de un modelo de guía como práctica de 
laboratorio y que se expone en el Capítulo 6. 
 
 
4.1 ENSAYOS Y SELECCIÓN DE EXPERIMENTOS 
 
Para realizar la parte experimental, de la convección libre alrededor del bulbo de un termómetro 
de vidrio, se pensó inicialmente en calentar el bulbo del termómetro, y registrar en la cámara de 
video como aumentaba la temperatura según el ascenso del menisco. Para calentar el bulbo 
del termómetro se hicieron las siguientes pruebas preliminares. 
 
4.1.1 Ensayo-1: Calentamiento del bulbo con agua a temperatura máxima permisible  
Se calentó agua, agitándola magnéticamente, en un vaso de 
precipitados de 500 mL, colocando el vaso sobre una plancha eléctrica 
de calentamiento, hasta alcanzar la temperatura máxima del 
termómetro, que es de 35C. El ascenso de temperatura en el vaso, se 
monitoreaba con un termómetro de vidrio de los que se usan 
comúnmente en las prácticas de operaciones unitarias. Una vez 
alcanzada la temperatura de 35C se sumergía el bulbo del termómetro 
de precisión en el vaso con agua caliente y se observaba como 
ascendía el menisco en el termómetro; aquí el agua caliente no se 
agitaba durante el calentamiento del bulbo. En este experimento de 
calentamiento, se observó, que pese a que el agua no se agitaba, la 
temperatura ascendía muy rápidamente en el termómetro de vidrio, es decir el menisco del 
fluido termométrico subía a alta velocidad. Luego, se hicieron varios intentos de tratar mover la 
cámara para seguir el movimiento del menisco, pero éste se movía de tal forma que 
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manualmente era prácticamente imposible seguir su movimiento. De esta manera no se 
lograba registrar todo el ascenso de temperatura en el termómetro de vidrio. 
 
4.1.2 Ensayo-2: Calentamiento del bulbo con agua a menor temperatura 
Como resultó imposible seguir el ascenso de la temperatura en el experimento del bulbo 
sumergido y calentado con el agua, se procedió inicialmente a calentar el agua, ya no hasta 
35C, si no hasta una temperatura menor, como 30C; así como la diferencia de temperatura 
inicial entre la superficie del bulbo y la temperatura inicial del agua, es menor que en el ensayo-
1, se esperaba que la velocidad de ascenso del menisco fuese menor en este caso que en el 
ensayo-1. Ello debido a que a menor diferencia de temperatura menor velocidad de 
calentamiento. Efectivamente el menisco en el termómetro ascendía a menor velocidad, pero 
aun así, resultaba difícil seguir con la cámara el ascenso del menisco. 
 
4.1.3 Ensayo-3 calentamiento del bulbo con aceite 
En los dos experimentos anteriores no se fue posible registrar en el termómetro la variación 
temporal de temperaturas, por ser muy rápido el movimiento, se pensó de los dos experimentos 
anteriores, que el coeficiente de Transferencia de calor era relativamente alto en las 
vecindades del bulbo y el agua. Para disminuir el coeficiente de transferencia de calor, y por 
ende las corrientes convectivas naturales, se pensó en cambiar de fluido en el vaso: en lugar 
de agua se utilizó un fluido con mayor viscosidad, con el ánimo de disminuir el movimiento del 
mismo fluido, como el caso de aceite mineral que se calentó en el vaso de precipitados hasta 
30C. Efectivamente el menisco ascendió a menor velocidad que en el caso del agua, para la 
misma diferencia de temperatura inicial entre el bulbo y el fluido .y si se pudo, en este caso, 
registrar la variación de temperatura con la cámara, como se encuentra registrado. 
 
4.1.4 Ensayo-4: Enfriamiento del bulbo en agua y aceite a temperatura ambiente  
De los tres experimentos anteriores se concluye, mediante observación cualitativa, que el 
calentamiento del bulbo con fluidos líquidos es relativamente rápido, para seguir cómodamente 
el registro de temperatura con la cámara. De esta manera, ahora en vez de registrar el 
calentamiento del bulbo, se registrará su enfriamiento por lo que se calentó el bulbo del 
termómetro con un mechero hasta alcanzar la temperatura máxima permisible en el 
termómetro, pero sin registrar la temperatura; una vez se alcanzaba esta máxima temperatura, 
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hasta la cual ascendió el menisco, se inicia el registro fílmico y también simultáneamente se 
enfría el bulbo al sumergirlo en un vaso con agua a temperatura ambiente. Se observó que en 
el caso de enfriamiento del bulbo con fluidos líquidos el menisco en este caso descendía muy 
rápidamente y no se podía hacer el registro con la cámara para registrar el cambio de la 
temperatura respecto al tiempo.  
 
4.1.5 Ensayo-5: Enfriamiento del bulbo con aire a temperatura ambiente 
Se hicieron pruebas de enfriar el bulbo, pero en lugar de utilizar líquidos a temperatura 
ambiente, se utilizó un gas, en este caso aire a temperatura ambiente. Se observó que en este 
caso, si podía seguirse cómodamente la variación de temperatura con la cámara, es decir, la 
cámara podía moverse casi que a la misma velocidad a la que descendía el menisco. Indicando 
ello que el coeficiente de Transferencia de calor es, cualitativamente, menor con gases que con 
líquidos. Por tal razón, los experimentos en los cuales se hicieron registros fílmicos de la 
evolución de la temperatura, fueron de enfriamiento del bulbo utilizando aire en reposo a 
temperatura ambiente.  
 
4.2 DESCRIPCIÓN DEL EXPERIMENTO 
 
El experimento consiste básicamente en tomar las lecturas de cambio de temperatura en 
función del tiempo registradas por un termómetro de vidrio. Se considera como sistema que 
transfiere calor con los alrededores, el bulbo del termómetro, el cual es asumido como un 
cilindro.  
El bulbo se calienta con una llama hasta llevar al termómetro a su límite 
superior de temperatura. Se expone al medio ambiente externo (más frío, ஶܶ) 
y una vez comienza el enfriamiento del bulbo con el aire estancado, se 
registra el descenso de temperatura con una video cámara que sigue el 
menisco de mercurio de la columna hasta que prácticamente llega a equilibrio 
térmico con el ambiente. Para evitar corrientes de aire, el termómetro es 
encerrado en un recipiente cilíndrico de muchísimo mayor diámetro. La temperatura ambiente y 
la humedad relativa del momento del ensayo también son registradas. 
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En los siguientes dos experimentos se hizo entonces el registro con la cámara de la velocidad 
de descenso de temperatura, para luego hacer la determinación experimental de los 
coeficientes de transferencia de calor por convección libre; sobre los valores obtenidos de los 
coeficientes, se prueban tanto el modelo del termómetro como algunas expresiones teóricas 
reportadas por la literatura y generadas por los autores que trabajaron en esta tesis.  
A continuación se describen estos experimentos seleccionados, y sobre los cuales se centra el 
presente trabajo. 
 
4.2.1 Experimento-1: Convección libre en aire alrededor del bulbo de un termómetro 
orientado verticalmente (enfriamiento) 
Figura 4.1 Orientación vertical del termómetro [El Autor] 
Inicialmente se cuelga, en un soporte, el termómetro de vidrio con el bulbo en posición vertical 
como se muestra en la Figura 4.7, situando adecuadamente una cámara digital de video al 
frente del menisco del termómetro. Seguidamente, con un mechero se calienta el bulbo del 
termómetro e inmediatamente el menisco del fluido termométrico comienza a ascender, se 
prosigue el calentamiento hasta que el menisco casi que alcance la lectura máxima de la 
escala. Instantes antes de que el menisco alcance la temperatura máxima, se activa la cámara 
para que comience a filmar.  Una vez alcanzada la temperatura máxima permisible se retira el 
mechero y se sitúa rápidamente un vaso bajo el termómetro de tal forma que el bulbo del 
termómetro quede sumergido dentro del vaso (ver Figura 4.7). Una vez se retira el mechero, el 
menisco del termómetro comienza a descender, debido a que el bulbo del termómetro se enfría 
por convección, en este caso natural, y a medida que desciende el menisco, es necesario 
mover hacia abajo la cámara filmadora, con la misma velocidad a la que desciende el menisco,  
y con el auxilio de una guía de cremallera que sirve también de soporte de la video-cámara. De 
esta forma queda registrado en video la evolución temporal de la temperatura. El vaso es 
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necesario incluirlo para minimizar perturbaciones externas que puedan inducir corrientes en el 
aire que rodea las vecindades próximas al termómetro. Se hizo el experimento por duplicado.  
Inicialmente se realizo el experimento de enfriamiento pero sin colocar el bulbo dentro del vaso, 
se registraron las temperaturas en la cámara. El experimento se hizo varias veces debido a que 
cuando se repetía sin el vaso, se encontraba que la evolución de la temperatura en el 
enfriamiento del bulbo difería bastante. Al analizar la situación se encontró que las mediciones 
de temperatura en el experimento sin el vaso, eran muy sensibles a condiciones como, si la 
puerta del laboratorio estaba abierta o cerrada, los extractores estaban o no prendidos y a si las 
personas que se encontraban en el laboratorio cerca al termómetro, se movían o no. De esta 
manera, una vez estuviese caliente el bulbo del termómetro, se opta por introducir el bulbo 
dentro de un vaso, para así garantizar la condición de convección libre.   
 
4.2.2 Experimento-2: Convección libre en aire alrededor del bulbo de un termómetro 
orientado horizontalmente (enfriamiento)  
 
 
 
Figura 4.2 Orientación horizontal del termómetro [El Autor] 
En este experimento el termómetro se sitúa horizontalmente sobre un soporte elaborado para 
tal fin como se muestra en la Figura 4.8. A continuación para lograr el registro del descenso de 
temperatura del bulbo del termómetro, el experimento se desarrolla de forma similar al 
experimento-1. En esta orientación, cualitativamente se observa que se alcanza más rápido el 
equilibrio térmico con respecto al experimento-1, de lo que se infiere: los coeficientes de 
transferencia de calor por convección libre alrededor de un cilindro horizontal son mayores que 
los correspondientes a un cilindro orientado verticalmente. 
 
 
4.3 MATERIALES E IMPLEMENTOS  
A parte de los elementos de soporte diseñados y/o adecuados (universal, trípode y pinzas de 
aro de nuez) para lograr los montajes que se ven en las figuras, las guías para la cámara, el 
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vaso de precipitados (de 500 mL o mayor capacidad), un mechero y un cronometro, para 
materializar el experimento se requirieron los siguientes implementos esenciales. 
 
4.3.1 Termómetro de Precisión 
El termómetro usado es uno de repuesto de la bomba calorimétrica ubicada en el Laboratorio 
de Ingeniería Química de la Universidad Nacional. Las características fundamentales de dicho 
termómetro son las siguientes: 
 
ASTM  56C – 86 
 
INTERVALO:  19 °C – 35 °C 
PRECISIÓN: 0.02 °C o 1 50ൗ °C (división)  
 
 
 
 
 
Figura 4.3 Termómetro de la bomba calorimétrica [El Autor] 
 
 
DIMENSIONES
mm 
Bulbo 
Columna  Capilar  Termómetro 
Total  Pared  Punta 
Longitud  47.40  1.3273  2.10  541.10  541.10  588.50 
Diámetro  7.38  ‐  ‐  7.40  0.20  ‐ 
Tabla 4.1 Dimensiones del termómetro usado [El Autor] 
 
Estas dimensiones se midieron con un calibrador. Las especificaciones de este termómetro 
pueden verificarse en la norma ASTM E1. (2007): Standard Specification for ASTM Liquid-in-
Glass Thermometers, pág. 1-6, 22, 49, 50, 54, 58-64; En la tabla 4.2 se muestran las más 
importantes junto con la Figura 4.4. Según la norma este termómetro debe calibrarse cada 2 °C 
desde los 19 °C. 
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ASTM  56C‐86 
Nombre  Bomba Calorimétrica 
Rango  10 a 35°C
Para pruebas de 
A     Inmersion, mm  total
Graduaciones: 
Subdivisiones  0.02°C
Líneas largas cada  0.1°C
Números cada  0.2°C
Error máximo de escala  0.10 °C 
(sobre un intervalo de 2°C el cambio en la corrección no excede 0.02°C) 
Inscripción Especial  ASTM
56C‐86 
Cámara de Expansión 
Permite calentamiento a 66°C
B      Longitud total, mm  570 a 600
C      Diámetro Externo de la Columna  7.0 a  8.0
D     Longitud del Bulbo  35 a 55
E      Diámetro Externo del Bulbo  7.0 a  8.0
(El diámetro del bulbo no puede tener más de 0.5 mm que el de la columna) 
Localización de la Escala
Desde el fondo del bulbo a la línea de 19°C
F      Distancia, mm  165 a 187
G     Longitud de la parte graduada  323 a 385
Cámara de Contracción 
I      Distancia máxima hasta arriba,mm  76
Tabla 4.2 Especificaciones ASTM del termómetro usado [ASTM E1 (2007)] 
 
 
Figura 4.4 Termómetro ASTM 56C -86 [ASTM E1 (2007)] 
 
El grosor o espesor de la pared del bulbo del termómetro se midió con la ayuda de un 
Estereoscopio Advanced Optical del Instituto de Ciencias Naturales de la Universidad Nacional 
de Colombia como se muestra a continuación. 
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Figura 4.5 Medición del espesor de la pared del Bulbo con el Estereoscopio 
 
4.3.2 Video grabadora y Software 
 
Las grabaciones se realizaron con una handycam Sony. Se realizaron dos registros fílmicos 
para cada orientación. La filmación de cada uno se llevó al programa Vegas Pro, donde se 
digitalizaron 12 cuadros por segundo, cada uno de los  cuales quedó en una imagen. Para la 
lectura se tomaron sólo 4 imágenes por segundo, para un cambio de ¼ de segundo.  
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.6 Elementos de grabación y edición [El Autor] 
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4.4 MONTAJE 
 
4.4.1 Cilindro Vertical 
Para este montaje se requiere de un soporte universal y pinzas de nuez para mantener el 
termómetro aplomado verticalmente, y de otro soporte móvil para la video cámara con el fin de 
guiar el seguimiento de la filmación del menisco. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
Figura 4.7 Montaje para el termómetro vertical [El Autor] 
4.4.2 Cilindro Horizontal 
Para este montaje se diseñó una guía para la cámara, en forma de riel, véase la Figura 4.8. 
 
.    
131 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.8 Montaje para termómetro horizontal [El Autor] 
 
4.5 PROCEDIMIENTO 
A partir de la experiencia tenida se diseña la siguiente secuencia de pasas para llevar a cabo el 
experimento en forma satisfactoria: 
 
 Realizar el montaje que se muestra esquemáticamente en la figuras, ya sea para cilindro 
vertical u horizontal. 
 
 Cerrar la puerta del laboratorio para eliminar corrientes de aire que podrían influir en el 
ensayo. Y garantizar que no se induzca movimiento de aire durante el ensayo. 
 
 Acercar lentamente al bulbo del termómetro la llama del mechero y observar que el menisco 
del mercurio en el termómetro alcance la temperatura máxima que se fije para el ensayo. 
Esta temperatura no debe sobrepasar nunca la temperatura máxima de la escala del 
termómetro, pues si esto ocurre el termómetro se descalibra y podría dañarse.  
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 Una vez alcanzada la temperatura máxima fijada, la cual se toma como temperatura inicial, 
retirar el mechero y colocar el vaso de tal forma que el bulbo del termómetro quede dentro 
del vaso como muestra la figura.  
 
 Al final del procedimiento anterior ya la cámara de video debe estar filmando.  
 
 Al enfriarse el bulbo del termómetro, para la orientación vertical el menisco del mercurio 
desciende por lo cual se debe mover la cámara sobre el soporte de la cámara y en la caso 
de la orientación horizontal la columna de mercurio se contrae por lo cual se debe mover la 
cámara sobre el riel; esto es importante tenerlo en cuenta para seguir el movimiento del 
menisco y así registrar y grabar la evolución de la temperatura en el tiempo. 
 
 Durante el ensayo si hay personas alrededor, es importante que éstas no caminen cerca 
del ensayo pues al desplazarse se originan corrientes forzadas de aire y esto afecta el 
experimento pues ya no se tendría convección libre.  
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5. ANALISIS DE RESULTADOS 
 
Según lo expuesto en el capítulo anterior, se realizaron unos ensayos preliminares que 
permitieron seleccionar los dos experimentos sobre los cuales se hace el estudio de la 
convección. Los experimentos seleccionados fueron los de enfriamiento del aire por convección 
libre alrededor del bulbo del termómetro. Uno para el termómetro en posición vertical y el otro 
en posición horizontal.  
Se presentan los datos de las mediciones realizadas para cada uno de los experimentos, tanto 
verticales como horizontales, realizados para la determinación de los coeficientes de 
transferencia de calor. Luego se exponen los tratamientos matemáticos que se efectuaron a 
dichos datos y que se compilan de tres maneras: regresión por mínimos cuadrados, derivación 
e integración numérica y corrección por resistencia de pared. Seguidamente se muestran los 
resultados obtenidos por aplicar tales procesos para finalmente ser discutidos y analizados, 
comparando contra los valores esperados por distintos autores de la literatura. 
 
5.1 MEDICIONES 
 
En el capítulo anterior se mencionó como se registraron los datos de temperatura versus 
tiempo. Para la lectura del tiempo se utilizó el cronometro que trae incorporada la cámara y que 
se activa cuando comienza la filmación.  
Una vez obtenidos con la cámara los registros temporales de temperatura, se transfirió la 
información digital de la cámara al computador. Posteriormente, se siguió el proceso de extraer 
del video las series de tiempo de temperatura, para ello se corrió el video con uno de los 
reproductores de video que trae el software de video del computador. Este proceso de lectura, 
que se esperaba que fuese fácil, resultó en la realidad muy laborioso, pues si se quería leer la 
temperatura para cierto intervalo regular de tiempo, no se lograba siempre lo mismo, ya que al 
parar la ejecución del video para registrar el tiempo que aparecía en la pantalla del computador, 
y haciendo varias repeticiones no se obtenía duplicidad. Así que fue necesario recurrir a un 
software especial, Vegas Pro, que permite producir hasta 24 cuadros por segundo de 
grabación, con los cual se obtuvo una serie de fotogramas, 12 por segundo, de los cuales se 
tomó la decisión de sólo hacer la lectura de 4 por segundo. 
134 
 
Los 4 experimentos registrados en convección natural en aire para flujo externo alrededor de 
un cilindro son: 
No.  EXPERIMENTO  ࢀ૙  °C 
ࢀ∞  
°C 
ࢀࢌ
 °C  ࢚ࢌ, s  % H.R. 
No. Fotogramas 
(leídos) 
V‐1  Cilindro Horizontal  30.025  20.5  21.405  1557.50  43  6231 
V‐2  Cilindro Horizontal (replica)  30.200  20.6  21.439  1317.75  43  5272 
H‐1  Cilindro Vertical  34.880  20.6  21.280  742,50  43  2971 
H‐2  Cilindro Vertical (replica)  34.825  20.7  20.960  1104.25  43  4418 
Tabla 5.1 Experimentos trabajados 
Los datos están compilados en el Apéndice D. Aquí se exponen las gráficas de dichas curvas 
temporales, donde el intervalo entre uno y otro fotograma es de ¼ de segundo, es decir 0.25 s. 
 
5.1.1 Cilindro Vertical 
 
Figura 5.1 Fotogramas cilindro vertical 
 
 
Figura 5.2 Experimento V-1 
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Figura 5.3 Experimento V-2. 
5.1.2 Cilindro Horizontal 
Figura 5.4 Fotogramas cilindro horizontal (sentido inverso) 
 
Figura 5.5 Experimento H-1 
0,000
5,000
10,000
15,000
20,000
25,000
30,000
35,000
0 120 240 360 480 600 720 840 960 1080 1200 1320
TE
M
PE
RA
TU
RA
, T W
(°
C)
TIEMPO, t (s)
0,000
5,000
10,000
15,000
20,000
25,000
30,000
35,000
40,000
0 60 120 180 240 300 360 420 480 540 600 660 720 780
TE
M
PE
RA
TU
RA
, T W
(°
C)
TIEMPO, t (s)
136 
 
 
Figura 5.6 Experimento H-2 
 
5.2 TRATAMIENTO DE DATOS 
 
5.2.1 Determinación del intervalo de temperatura a trabajar 
Usando el concepto de constante de tiempo, ࣎, como el tiempo requerido para lograr 
aproximadamente al ሺ1 െ ݁ିଵሻ · 100% ൎ 63.21% del cambio total de temperatura [SMITH], que 
corresponde a ଴ܶ െ ஶܶ. De esta manera podemos plantear que la temperatura inferior del 
intervalo,  ࢀ࢓, está dada por: 
௠ܶ ൌ ݁ିଵሺ ଴ܶ െ ஶܶሻ ൅ ஶܶ ൌ ଴ܶ െ ሺ1 െ ݁ିଵሻሺ ଴ܶ െ ஶܶሻ 
 
Figura 5.7 Significado de la Constante de Tiempo [SMITH] 
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Con ello se busca rechazar la zona de la curva que obedece a una respuesta estacionaria, ya 
que de acuerdo a la teoría de control cuando se tiene un ሺ1 െ ݁ିଵሻ · 100% ൎ 63.21% del cambio 
transitorio prácticamente se estabiliza en un estado estacionario. Cuando se acerca al equilibrio 
termodinámico el valor de los coeficientes instantáneos de transferencia de calor tiende a 
disminuir y a ser cero, debido a que la diferencia de temperatura también tiende a reducirse y a 
ser cero. De esta manera se asegura el estado transitorio, al trabajar en la región exponencial 
definida por ሾ ௠ܶ, ଴ܶሿ. 
Es decir que de la serie de datos obtenidos, correspondientes a la evolución de la temperatura 
para cada experimento, sólo se toman desde ଴ܶ hasta ௠ܶ, lo que implica rechazar desde ௠ܶ 
hasta ௙ܶ. 
 
5.2.2 Parámetros 
 
5.2.2.1 Propiedades Físicas 
 
Las propiedades se calcularon teniendo en cuenta la temperatura promedio entre la inicial y 
final, que se evalúa por el teorema integral del valor medio, y la integral a su vez se resuelve 
mediante la Regla de Simpson 1 3⁄ : 
തܶ௪ ൌ 1ݐ௠ න ܶሺݐሻ݀ݐ ൎ
௧೘
଴
∆ݐ
3ݐ௠ ሾܶሺݐ଴ሻ ൅ 4ܶሺݐଵሻ ൅ 2ܶሺݐଶሻ ൅ 4ܶሺݐଷሻ൅. . . ൅2ܶሺݐ௡ିଶሻ ൅ 4ܶሺݐ௡ିଵሻ ൅ ܶሺݐ௡ሻሿ 
Y la temperatura de película promedio con la que se determinan las propiedades del aire es: 
തܶ௙ ൌ 12 ሺ തܶ௪ ൅ ஶܶሻ 
Los valores de las variaciones de las propiedades con la temperatura se extrajeron de la 
literatura [KRETIH], con los cuales se generaron (por regresión) las siguientes correlaciones en 
SI (la temperatura en °C, excepto para el cp,  y  del aire que además estarán en K): 
Mercurio:  
ߩ ൌ െ2.4291ܶ ൅ 13628       ܴଶ ൌ 1.0 
 
ܿ௉ ൌ 4 ൈ 10ି଺ܶଷ ൅ 0.0006ܶଶ െ 0.0559ܶ ൅ 140.3       ܴଶ ൌ 1.0  
para el intervalo: 0°ܥ ൑ ܶ ൑ 100°ܥ 
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Aire: 
ߤ ൌ ሺ0.0412ܶ ൅ 17446ሻ ൈ 10ି଺       ܴଶ ൌ 0.9994 
 
݇ ൌ 7 ൈ 10ିହ ൅ 0.0237       ܴଶ ൌ 1.0 
para el intervalo: 0°ܥ ൑ ܶ ൑ 60°ܥ 
ܿ௉ ൤ ݇ܬ݇݃ܭ൨ ൌ
1
ܯ ሺ28.11 ൅ 1.97 ൈ 10
ିଷܶ ൅ 4.80 ൈ 10ି଺ܶଶ െ 1.97 ൈ 10ିଽܶଷሻ 
 
para el intervalo: 273 ܭ ൑ ܶ ൑ 1800 ܭ 
ߩ ൌ ܴܲܶ  
ߚ ൌ 1ܶ  
con [CENGEL]: 
ܯ ൌ 28.97 ݇݃ ݇݉݋݈ൗ   ݕ    ܴ ൌ 0.2897 ݇ܬ ݇݃ܭൗ  
5.2.2.2 Condiciones de Trabajo 
 
Las condiciones de presión atmosférica local y aceleración gravitacional son: 
ܲܽݐ݉ ൌ 560 ݉݉ ܪ݃ ൌ 74660.53 ܲܽ 
݃ ൌ 9.803 ݉ ݏଶൗ  
 
5.2.2.3 Especificaciones del Bulbo 
 
Para la envolvente cilíndrica o pared del bulbo se tienen las siguientes especificaciones: 
ࡰࢋ࢚࢞, mm  7.38 
࢚, mm (espesor)  1.3273 
ࡰ࢏࢔࢚, mm  4.73 
ࡸכ, mm  45.3 
Material  Vidrio Pyrex 
࢑, W/m°C  1.09 [MILLS] 
Tabla 5.2 Especificaciones de la pared del bulbo 
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5.2.3 Regresión por mínimos cuadrados 
Para determinar los coeficientes de transferencia de calor y comprobar el modelo va a utilizarse 
el método de mínimos cuadrados aplicando a la solución de la ecuación [3-7] 
θ
θ଴ ൌ ݁
ି஻௜ఛ 
Si se arregla de la siguiente forma: 
ܼ ൌ ܤܻ݅ 
donde: 
ܼ ൌ ݈݊ θθ଴                      ܻ ൌ െ߬ 
como θ଴ ൌ 1 entonces: 
ܼ ൌ ݈݊θ                     ܻ ൌ െ߬ 
Aplicando el método de mínimos cuadrados puede obtenerse el coeficiente convectivo en 
términos de datos experimentales: 
ܤ݅ ൌ ∑ ௜ܻܼ௜
௡௜ୀଵ
∑ ௜ܻଶ௡௜ୀଵ  
esta última asume que el intercepto con el eje de la variable dependiente es cero, de lo 
contrario se debe asumir que [CHAPRA]: 
ܤ݅ ൌ ݊ ∑ ௜ܻܼ௜ െ ∑ ௜ܻ ∑ ܼ௜
௡௜ୀଵ௡௜ୀଵ௡௜ୀଵ
݊ ∑ ௜ܻଶ௡௜ୀଵ െ ൫∑ ௜ܻ௡௜ୀଵ ൯ଶ
 
El índice de correlación, o coeficiente de determinación se encuentra mediante la fórmula 
[CHAPRA]: 
ݎଶ ൌ ሺ݊ ∑ ௜ܻܼ௜ െ ∑ ௜ܻ ∑ ܼ௜
௡௜ୀଵ௡௜ୀଵ௡௜ୀଵ ሻଶ
ቂ݊ ∑ ௜ܻଶ௡௜ୀଵ െ ൫∑ ௜ܻ௡௜ୀଵ ൯ଶቃ ቂ݊ ∑ ܼ௜ଶ௡௜ୀଵ െ ൫∑ ܼ௜௡௜ୀଵ ൯ଶቃ
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Aplicando lo anterior a todos los datos se obtiene un coeficiente de transferencia de calor 
promedio para todo el proceso de enfriamiento de acuerdo a la definición del número de Biot 
dada 3.1: 
ത݄כ ൌ ܯܿ௣ܣ௕ݐ௠ ܤ݅ 
Y el Nusselt promedio será: 
ܰݑതതതത௅ ൌ
ത݄ܮ
݇     ݋    ܰݑതതതത஽ ൌ
ത݄ܦ
݇    
 
5.2.4 Derivación e integración numérica 
Para cada pareja de datos ሺݐ, ܶሻ o punto de la curva de enfriamiento se determina 
numéricamente la derivada, ࢊࢀ ࢊ࢚⁄ , o cambio instantáneo de temperatura usando las formulas 
de primera derivada por diferencias finitas con cinco puntos: hacia adelante para los dos 
primeros puntos, las de hacia atrás para los dos últimos puntos y centradas para el resto de 
puntos [CHAPRA]. Adaptando y aplicando dichas formulas para el caso: 
 
݀ܶ
݀ݐ ฬ௧೔
ൌ െܶሺݐ௜ାଶሻ ൅ 4ܶሺݐ௜ାଵሻ െ 3ܶሺݐ௜ሻ2∆ݐ         ݄ܽܿ݅ܽ ݈ܽ݀݁ܽ݊ݐ݁ 
݀ܶ
݀ݐ ฬ௧೔
ൌ 3ܶሺݐ௜ሻ െ 4ܶሺݐ௜ିଵሻ ൅ ܶሺݐ௜ିଶሻ2∆ݐ         ݄ܽܿ݅ܽ ܽݐݎܽݏ 
݀ܶ
݀ݐ ฬ௧೔
ൌ െܶሺݐ௜ାଶሻ ൅ 8ܶሺݐ௜ାଵሻ െ 8ܶሺݐ௜ିଵሻ ൅ ܶሺݐ௜ିଶሻ12∆ݐ         ܿ݁݊ݐݎܽ݀ܽ 
Luego se calcula cada coeficiente de transferencia de calor instantáneo a través de la 
definición: 
݄ሺݐ௜ሻכ ൌ
ܯሺݐ௜ሻܿ௣ሺݐ௜ሻ
ܣ௕ሾ ஶܶ െ ܶሺݐ௜ሻሿ
݀ܶ
݀ݐ ฬ௧೔
 
Ahora por el teorema integral del valor medio se determina el valor promedio del coeficiente: 
ത݄כ ൌ 1ݐ௠ න ݄ሺݐሻ݀ݐ
௧೘
଴
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Dicha integral definida se resuelve por la Regla de Simpson de 1 3⁄ , la cual requiere un número 
par de particiones, ࢔. Si los datos arrojan número impar de particiones, se elimina el último par 
de mediciones ሺܶ, ݐሻ. 
ത݄כ ൌ 1ݐ௠ න ݄ሺݐሻ݀ݐ
௧೘
଴
ൌ 
ത݄כ ൎ 1ݐ௠ ൜
∆ݐ
3 ሾ݄ሺݐ଴ሻ ൅ 4݄ሺݐଵሻ ൅ 2݄ሺݐଶሻ ൅ 4݄ሺݐଷሻ ൅ 2݄ሺݐସሻ ൅ ڮ ൅ 2݄ሺݐ௡ିଶሻ ൅ 4݄ሺݐ௡ିଵሻ ൅ ݄ሺݐ௡ሻሿൠ 
El error de esta determinación numérica es: 
ܧ௥ ൌ
ሺ∆ݐሻସ
180
݄݀ସ
݀ݐସ ቤక
    ܿ݋݊ 0 ൑ ߦ ൑ ݐ௠ 
Para la determinación de este error, se procede con la serie temporal de coeficientes de calor 
instantáneos obtenidos anteriormente de la siguiente manera. Para cada tiempo se calcula 
numéricamente la cuarta derivada usando las siguientes formulas adaptadas a la presente 
situación [CHAPRA, MATHEWS]: 
 
݄݀ସ
݀ݐସ ቤ௧೔
ൌ െ2ܶሺݐ݅൅5ሻ ൅ 11ܶሺݐ݅൅4ሻ െ 24ܶሺݐ݅൅3ሻ ൅ 26ܶሺݐ݅൅2ሻ െ 14ܶሺݐ݅൅1ሻ ൅ 3ܶሺݐ݅ሻሺ∆ݐሻ4         ݄ܽܿ݅ܽ ݈ܽ݀݁ܽ݊ݐ݁ 
݄݀ସ
݀ݐସ ቤ௧೔
ൌ 3ܶሺݐ݅ሻ െ 14ܶሺݐ݅െ1ሻ ൅ 26ܶሺݐ݅െ2ሻ െ 24ܶሺݐ݅െ3ሻ ൅ 11ܶሺݐ݅െ4ሻ െ 2ܶሺݐ݅െ5ሻሺ∆ݐሻ4         ݄ܽܿ݅ܽ ܽݐݎܽݏ 
݄݀ସ
݀ݐସ ቤ௧೔
ൌ െܶሺݐ݅൅3ሻ ൅ 12ܶሺݐ݅൅2ሻ െ 39ܶሺݐ݅൅1ሻ ൅ 56ܶሺݐ݅ሻ െ 39ܶሺݐ݅െ1ሻ ൅ 12ܶሺݐ݅െ2ሻ െ ܶሺݐ݅െ3ሻ6ሺ∆ݐሻ4   ܿ݁݊ݐݎܽ݀ܽ 
 
Para los tres primeros puntos se aplica la formula de diferencias divididas finitas hacia 
adelante, para los tres últimos puntos la formula de diferencias divididas finitas hacia atrás y 
para el resto de puntos la formula de diferencias divididas finitas centradas. Luego se ubica 
tanto el máximo y como el mínimo de estos valores de 4ª derivada, y entre estos dos se toma la 
4ª derivada de mayor valor absoluto, con la cual se calcula en la formula el error máximo 
debido a la aplicación de la integración numérica. 
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5.2.5 Corrección por Resistencia de Pared 
Finalmente la corrección por haber incluido la resistencia térmica conductiva de la pared del 
bulbo (en realidad un coeficiente global aire-vidrio), y que está dada en la ecuación [3-13] 
permite hallar el coeficiente de transferencia de calor individual del aire: 
݄ ൌ 11
 ݄כ െ ܣ௕ܴ௪
 
donde ܴ௪ es la resistencia de pared dada por la ecuación de la resistencia conductiva en un 
cilindro hueco: 
ܴ௪ ൌ 12ߨ݇ܮ ݈݊
ܦ௘௫௧
ܦ௜௡௧  
Este valor del largo del bulbo tiene excluido el grosor de la punta, que también es una 
envolvente de vidrio de espesor 2.1 mm. 
ܮ ൌ ܮ௕ െ ݐ௣௨௡௧௔ ൌ 47.4 െ 2.1 ൌ 45.3 ݉݉ 
De esta manera la resistencia conductiva de pared es: 
ܴ௪ ൌ 12ߨ݇ܮ ݈݊
ܦ௘௫௧
ܦ௜௡௧ ൌ
1
2ߨ · 1.09 ܹ ݉°C⁄ · 0.0453 ݉ ݈݊
7.38 ݉݉
4.73 ݉݉ ൌ 1.43696 
°C
ܹ  
 
Como la superficie lateral exterior del cilindro es: ܣ௕ ൌ 1.10 ൈ 10ିଷ ݉ଶ. Entonces la corrección 
por resistencia de pared para hallar el verdadero coeficiente de transferencia de calor es: 
ࢎ ൌ 11
 ݄כ െ ܣ௕ܴ௪
ൌ 11
 ݄כ െ 1.10 ൈ 10ିଷ ݉ଶ · 1.43696 °C ܹ⁄
ൌ 11
 ݄כ െ 0.00157917
 
 
5.3 RESULTADOS 
Los valores de Nusselt promedio obtenidos experimentalmente para los cilindros verticales 
están referenciados con respecto a la altura, L, mientras que para cilindros horizontales están 
referenciados con respecto al diámetro, D. 
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5.3.1 Intervalos de temperatura  
 
Exp. No. V‐1 V‐2 H‐1 H‐2 
ࢀ࢓, Ԩ 24.004 24.068 25.79011 25.772 
࢚࢓, ࢙ 333.00 340.50 196.00 199.50 
Tabla 5.3 Determinación de la temperatura correspondiente a la constante de tiempo 
 
5.3.2 Regresión por Mínimos Cuadrados 
 
Exp. 
No.  n  Y  Z  YZ  Y
2  Z2  tm, s 
V‐1  1333  ‐666.5000  ‐705.2689  463.8816  444.5001  484.5755  333.00 
V‐2  1363  ‐681.5000  ‐722.3564  474.6259  454.5001  496.1782  340.50 
H‐1  785  ‐392.5000  ‐417.2790  274.0391  261.8335  287.1623  196.00 
H‐2  799  ‐399.5000  ‐414.2404  273.3962  266.5002  280.6190  199.50 
 
Exp. 
No.  R
2  Con intercepto en el origen Sin intercepto en el origen 
Bi  h*, W/m2K  Nu*  Bi  h*, W/m2K  Nu* 
V‐1  0.998341  1.043603  4.2768  8.0000  0.999973  4.0980  7.6656 
V‐2  0.998226  1.044281  4.1851  7.8275  0.997341  3.9970  7.4756 
H‐1  0.997935  1.046616  7.2783  2.1111  0.997195  6.9347  2.0114 
H‐2  0.999218  1.025876  7.0087  2.0327  0.992896  6.7834  1.9674 
Tabla 5.4 Evaluación del coeficiente por regresión con mínimos cuadrados 
 
5.3.3 Derivación e integración numérica 
 
Exp.  
No.  hici  tm, s  h*, W/m
2K  Nu*  Error Máx 
V‐1  16387.05  333.00  4.1009  7.6710  0.34 
V‐2  16385.35  340.50  4.0101  7.5002  0.29 
H‐1  16363.02  196.00  6.9571  2.0179  0.38 
H‐2  16349.15  199.50  6.8292  1.9806  0.53 
Tabla 5.5 Evaluación del coeficiente por derivación e integración numérica 
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5.3.4 Valores corregidos por resistencia de pared 
 
Exp. 
No. 
Regresión
Derivación e integración 
numérica Con intercepto
en el origen 
Sin intercepto
en el origen 
h, W/m2K  Nu  h, W/m2K  Nu  h, W/m2K  Nu 
V‐1  4.3059  8.0544  4.1247  7.7155  4.1276  7.7210 
V‐2  4.2130  7.8796  4.0224  7.5231  4.0357  7.5480 
H‐1  7.3630  2.1357  7.0114  2.0337  7.0343  2.0404 
H‐2  7.0872  2.0554  6.8569  1.9887  6.9037  2.0022 
Tabla 5.6 Valores corregidos por resistencia de pared 
Los cambios porcentuales en el coeficiente al introducir esta corrección son: 
Exp. 
No. 
Regresión
Derivación e integración 
numérica 
Con intercepto
en el origen 
Sin intercepto
en el origen 
V‐1  0.68  0.65  0.65 
V‐2  0.67  0.64  0.64 
H‐1  1.16  1.11  1.11 
H‐2  1.12  1.08  1.09 
Tabla 5.7 Aumentos porcentuales debidos a la corrección por resistencia de pared 
 
5.3.5 Valores esperados 
 
5.3.5.1 Cilindro Vertical 
EXPERIMENTO  V‐1  V‐2 
MODELO  Nu  h, W/m2K  Nu  h, W/m2K 
Predicción Teórica  10.7897  5.7681  10.8201  5.7852 
Cebeci  12.5340  6.7006  12.5613  6.7161 
Cebeci Pr=0.72  12.7041  6.7916  12.7613  6.8070 
Yang  11.3330  6.0586  11.3670  6.0776 
Janna*  2.2105  7.5898  2.2163  7.6110 
Elebass*  2.7036  9.2830  2.7147  9.3224 
Kuehn*  1.9118  6.5642  1.9166  6.5818 
Tabla 5.8 Valores esperados de coeficientes de transferencia de calor  para cilindros verticales  
*Usan NuD, el resto son con NuL 
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Exp. No.  T, °C  TWpro, °C  Tf pro, °C  Pr  GrL  RaL  GrD  RaD 
V‐1  20.50  26.35  23.43  0.73023  45883.09  33504.99  173.18  126.46 
V‐2  20.50  26.45  23.48  0.73021  46640.81  34057.67  176.04  128.54 
Tabla 5.9 Condiciones y valores de números adimensionales para el aire usados en cilindros verticales 
 
5.3.5.2 Cilindro Horizontal 
EXPERIMENTO  H‐1  H‐2 
MODELO  NuD  h, W/m2K  NuD  h, W/m2K 
Merk and Prins  1.6107  5.5530  1.6141  5.5654 
Hermann  1.4868  5.1260  1.4900  5.1374 
Eckert  1.9579  6.7502  1.9621  6.7653 
Churchill  1.8121  6.2474  1.8152  6.2587 
Churchill Laminar  1.8904  6.5175  1.8934  6.5286 
Morgan  2.2709  7.8291  2.3136  7.9873 
Kuehn  2.3268  8.0220  2.3301  8.0343 
Tabla 5.10 Valores esperados de coeficientes de transferencia de calor para cilindros horizontales 
 
Exp. No.  T, °C  TWpro, °C  Tf pro, °C  Pr  GrD  RaD 
H‐1  20.50  29.31  24.90  0.7298  255.19  186.25 
H‐2  20.50  29.39  24.95  0.7298  257.36  187.83 
Tabla 5.11 Condiciones y valores de números adimensionales para aire usados en cilindros horizontales 
 
5.3.6 Comparación  
 
Se toma como base de referencia para el cilindro vertical la regresión de la solución de Cebeci, 
mientras que para el cilindro horizontal la de Churchill (Laminar con 4.5% de error), que son las 
formulas más complejas y las que ofrecen mayor precisión, además de su reconocimiento. 
5.3.6.1 Cilindro Vertical  
Se enlistan los valores del coeficiente, en W/m2K, de transferencia de calor considerando las 
correcciones por resistencia de pared.  
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Exp. No. 
REFERENCIA  EXPERIMENTAL  TEÓRICO 
Cebeci  Regresión con 
intercepto cero 
Regresión sin 
intercepto cero 
Derivación e 
integración  Predicción 
V‐1  6.7006  4.3059  4.1247  4.1276  5.7681 
V‐2  6.7161  4.2130  4.0224  4.0357  5.7852 
Tabla 5.12 Coeficientes de transferencia de calor para cilindros verticales  
 
Los errores relativos porcentuales tomando como base la referencia son: 
Exp. No.  Regresión con 
intercepto cero 
Regresión sin
intercepto cero 
Derivación e 
integración  Predicción 
V‐1  ‐35.74  ‐38.44  ‐38.40  ‐13.92 
V‐2  ‐37.27  ‐40.11  ‐39.91  ‐13.86 
Promedio  ‐36.50  ‐39.28  ‐39.15  ‐13.89 
Tabla 5.13 Errores relativos porcentuales de los coeficientes para cilindros verticales  
 
Tomando el promedio del error relativo porcentual de cada uno de los dos ensayos  en 
comparación respecto a cada uno de los modelos: 
MODELO  Regresión con 
intercepto cero 
Regresión sin
intercepto cero 
Derivación e 
integración  Predicción 
Predicción Teórica  ‐26.26  ‐29.48  ‐29.34  ‐ 
Cebeci  ‐36.50  ‐39.28  ‐39.15  ‐13.89 
Cebeci Pr=0.72  ‐37.35  ‐40.09  ‐39.97  ‐15.04 
Yang  ‐29.80  ‐32.87  ‐32.73  ‐4.80 
Janna*  ‐43.96  ‐46.40  ‐46.30  ‐24.00 
Elebass*  ‐54.21  ‐56.21  ‐56.12  ‐37.90 
Kuehn*  ‐35.20  ‐38.02  ‐37.90  ‐12.12 
Tabla 5.14 Errores relativos porcentuales promedio por ensayo para cilindros verticales 
 
5.3.6.2 Cilindro Horizontal  
 
Exp. No.  REFERENCIA  EXPERIMENTAL 
Churchill 
(Laminar)  Con intercepto cero  Sin intercepto cero  Derivación e Integración 
H‐1  6.5175  7.3630  7.0114  7.0343 
H‐2  6.5286  7.0872  6.8569  6.9037 
Tabla 5.15 Coeficientes de transferencia de calor para cilindros horizontales  
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Exp. No.  Regresión con
intercepto cero 
Regresión sin
 intercepto cero  Derivación e integración 
H‐1  12.97  7.58  7.93 
H‐2  8.56  5.03  5.75 
Promedio  10.76  6.30  6.84 
Tabla 5.16 Errores relativos porcentuales de los coeficientes para cilindros horizontales  
 
MODELO  Regresión intercepto cero 
Regresión 
no intercepto cero  Derivación e integración 
Merk and Prins  29.97  24.73  25.36 
Hermann  40.80  35.13  35.80 
Eckert  6.92  2.61  3.13 
Churchill  15.55  10.89  11.45 
Churchill Laminar  10.76  6.30  6.84 
Morgan  ‐8.61  ‐12.30  ‐11.86 
Kuehn  ‐10.00  ‐13.63  ‐13.19 
Tabla 5.17 Errores relativos porcentuales promedio por ensayo para cilindros horizontales 
 
 
5.4 ANALISIS Y DISCUSIÓN 
 
Desde el punto de vista meramente cualitativo, en los experimentos preliminares se observó 
que cuando se utilizan líquidos bien sea para calentar o enfriar el bulbo del termómetro, la 
temperatura variaba más rápidamente que cuando se utiliza un gas (aire). Ello es indicio que el 
transporte de calor es mayor en los fluidos líquidos que en el fluido gaseoso (aire) y como el 
flujo de calor convectivo es proporcional al coeficiente convectivo de transferencia de calor 
entonces el coeficiente de transferencia de calor bajo las mismas condiciones es mayor en los 
fluidos líquidos que transportaron el calor.  
 
Al comparar el experimento denominado ensayo-1 con el experimento denominado ensayo-2, 
el cual se hizo con una diferencia de temperatura ஶܶ െ ଴ܶ mayor entre fluido y bulbo, se 
observó que el menisco descendía más rápidamente cuando la diferencia de temperatura 
ஶܶ െ ଴ܶ era menor, por lo cual el coeficiente convectivo de transferencia de calor es menor en 
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este caso. Por lo cual es de esperarse que en el ensayo-2 los coeficientes de Transferencia de 
Calor sean menores con respecto al ensayo-1.  
 
Ahora desde un punto de vista más cuantitativo se observa que la totalidad de los valores de 
los coeficientes de calor encontrados experimentalmente están dentro de los valores 
esperados, por lo menos en cuanto al orden de magnitud, caso de convección natural en aire, 
tanto para el cilindro vertical como para el vertical ya que todos están oscilando alrededor del 
orden de magnitud esperado de 5 W/m2K de convección libre en aire. Sin embargo, los valores 
obtenidos del coeficiente de transferencia de calor para los cilindros verticales presentan una 
mayor desviación de los valores esperados por la literatura frente a los cilindros horizontales.  
Los índices de correlación muestran un excelente ajuste de los datos experimentales al modelo 
planteado para el termómetro. Como el menor valor de correlación fue de 0.997935 para el 
experimento H-1, podemos decir que el modelo de ajuste del termómetro por lo menos explica 
aproximadamente el 99.79% de la incertidumbre original. Este ajuste en promedio del 99.8% se 
pudo lograr gracias a la exclusión y rechazo de la parte estacionaria del intervalo de 
temperaturas trabajado, y por ende solo se maneja el 63.21% del cambio total teórico posible 
de temperatura, desde ଴ܶ hasta ஶܶ. Si esto no se hubiera efectuado el menor valor de 
correlación caería hasta un 91%. 
Se observa también una notoria concordancia entre los coeficientes de transferencia de calor 
obtenidos por diferentes procesos numéricos, es decir hay una buena convergencia entre los 
coeficientes arrojados por la regresión por mínimos cuadrados y los que se procesaron con 
derivación e integración numéricas. Comparando numéricamente, se tiene que los menores 
valores de coeficientes se obtienen con la regresión sin intercepto en el origen, siendo 
levemente mayores (entre un 0.1 y 0.7% aproximadamente) aquellos que resultan con la 
derivación e integración numéricas, mientras que los de regresión con intercepto en el origen 
aumentan (entre un 3 a 5% aproximadamente), es decir son los mayores. Esto indica que el 
método de regresión sin intercepto en el origen resulta equivalente al método numérico 
derivativo-integrativo. 
Es notorio que los errores máximos generados al realizar la integración numérica se 
encuentren entre el 5.5 y el 8.3%. La confrontación de los coeficientes obtenidos experimental y 
teóricamente con respecto a los valores esperados se da a continuación; para ello se verificó 
que los números de ܲݎ, ܩݎ y  ܴܽ de las Tablas 5.9 y 5.11 de los experimentos realizados 
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pertenecieran a los intervalos de las restricciones de cada una de las correlaciones empleadas 
para así poder habilitar su uso; también se aclara que no todas las correlaciones extraídas de 
la literatura declaran la incertidumbre y margen de error, solo la de Churchill Laminar con 4.5%.   
Para cilindros verticales se tiene que los valores determinados experimentalmente están por 
debajo de los esperados tanto por la predicción teórica como por los de otros autores de la 
literatura. El error oscila deficitariamente entre un 26.26 (Teórica) hasta un 56.21% (Elenbass); 
frente a los modelos de predicción teórica y de Yang se tienen las menores desviaciones 
(alrededor del 30%), mientras que ante los modelos de Elebass y Janna se presentan los 
mayores alejamientos (del 50% aproximadamente). Los menores errores frente a los modelos 
siempre se logran cuando se realiza el tratamiento de datos experimentales con regresión con 
intercepto en el origen. Con respecto al modelo que ofrece mayor confiabilidad y exactitud, 
Cebeci, los valores obtenidos están casi que un 38% por debajo de los esperados.  
Una posible explicación de esta desviación, es una reducción muy notable de la turbulencia 
natural producida por la interacción del vaso alrededor del bulbo, tal vez lo mas recomendado 
sea colocar un recipiente de mucho mayor diámetro o hacer el experimento dentro de una 
cámara o campana. También por comparación con los correspondientes coeficientes en una 
pared plana vertical, se observa que los coeficientes determinados experimentalmente son 
levemente superiores en alrededor un 3.5%, lo que no está siendo notable el efecto de la 
curvatura; sin embargo, este debe ser tenido en cuenta ya que se encuentra apenas en un 
6.5% para cumplir con el criterio de Gebhart y así tratar el cilindro vertical como una pared 
como una plana.   
Analizando ahora el valor del coeficiente para el cilindro vertical obtenido por predicción con el 
método integral, la máxima desviación frente a los resultados experimentales es de alrededor 
del 30.47%, la condición más favorable se da cuando se compara con los arrojados por el 
procesamiento  de regresión-intercepto cero, del 25.35%. Comparando la predicción contra los 
otros modelos de la literatura se tiene un error relativo desde el -4.8% (Yang) hasta un -37.9% 
(Elebass). Frente al modelo de Cebeci, los valores predichos teóricamente están alrededor del 
13.9% por debajo. El error medio frente al conjunto de modelos es del 18.8%. 
El valor predicho se encuentra por debajo de los valores esperados por la literatura, lo cual 
aparece como obvio, ya que durante el desarrollo del modelo teórico (empezando que se utilizó 
un método integral aproximado) se hicieron varias aproximaciones, como por ejemplo el uso de 
apenas dos términos para los perfiles de capa limite y velocidad de escala propuestos para la 
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resolución del sistema de ecuaciones diferenciales por el método de perturbación, además de 
una siguiente aproximación con cuatro términos al usar una expansión del logaritmo natural en 
serie de Maclaurin para el coeficiente promedio de transferencia de calor en las ecuaciones [2-
14] y [2-15]; es de esperarse que el valor del número de Nusselt y por ende de los coeficientes 
predichos por la ecuación obtenida sean menores a los esperados, debido a que se descartan 
términos que aportan en el incremento del efecto de la curvatura.  
En términos generales hay una muy buena convergencia entre los valores de coeficientes 
predichos para el cilindro vertical con los coeficientes que se esperan por la literatura, como ya 
se mencionó, su valor es siempre inferior a los esperados, y se ajustan mucho al modelo de 
Yang (solo un 4.8% de diferencia), mientras que a modelos como el de Cebeci y Kuehn que 
son más exactos la variación va de un 12 a 14%. Es decir que hay convergencia del modelo de 
predicción obtenido conforme a las correlaciones de la literatura para hallar el coeficiente de 
transferencia de calor. 
Lógicamente los valores de los coeficientes deben ser mayores que a los de una pared plana 
para las mismas condiciones, el coeficiente de transferencia de calor promedio es de alrededor 
de 4 W/m2K por el modelo de Pared Plana de Churchill y Chu. Lo que se debe al efecto de la 
curvatura convexa que estimula el fenómeno de transferencia. Es de esperar que en superficies 
de curvatura cóncava, los coeficientes de transferencia de calor sean menores a los de una 
superficie plana, ya que presentan mayores zonas de estancamiento, es decir que la forma de 
la superficie puede favorecer o desfavorecer el flujo. La expresión teórica que se logró para 
predecir coeficientes de transferencia de calor por convección libre alrededor de cilindros 
verticales aplicada al bulbo del termómetro en las condiciones de trabajo, indica un aumento 
del 45% del valor del coeficiente respecto a si su hubiera asumido como una pared plana 
correspondiente. El segundo término de la expresión que indica el aporte de la curvatura al 
fenómeno representa para estos casos alrededor de un 31% del total del coeficiente. 
Para cilindros horizontales los resultados arrojados indican que hay una mayor convergencia 
con los modelos de la literatura, la desviaciones están desde -13.63% (Kuhen) hasta 40.80% 
(Hermann). En general se tiene un error promedio del 9.4% ante la totalidad de los modelos. 
Los valores obtenidos están en la mayoría de caso por encima de los esperados, a excepción 
de Morgan y Kuehn que reportan valores más altos (Error del 32%). El modelo al que más se 
ajusta la determinación es al de Eckert ya que el valor obtenido por procesamiento con 
regresión por intercepto arroja un 2.61% de error y por derivación e integración numérica un 
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3.13% de error. El modelo más alejado a los resultados es el de Hermann ya que tiene 
alrededor de un 37% de error; no olvidar que el modelo de Hermann es meramente teórico. 
Enfrentado al modelo de Kuehn, que es el más complejo y que viene de una deducción de 
teoría de capa límite, los resultados de la experimentación están alrededor de un 12.3% por 
debajo de lo esperado, mientras que al de Churchill Laminar están 8% por encima. 
El análisis efectuado a la comparación entre los valores obtenidos experimentalmente a través 
de los tres procedimientos para cilindros verticales es similar al de horizontales: Los mayores 
valores son los de regresión con intercepto en el origen (4% en promedio mayores a los de sin 
intercepto en el origen) y a la vez también son los que presentan mayor desviación (alrededor 
de 12.2% en promedio) frente a los valores esperados por la literatura; los valores obtenidos a 
través de derivación e integración numérica son 0.5% superiores a los de regresión sin 
intercepto en el origen y en conjunto estos dos métodos arrojan resultados alejados en 
promedio tan solo un 7.9% de los esperados. 
Al realizar la corrección de los valores de los coeficientes obtenidos por la inclusión en estos de 
la resistencia de pared, lo que los hacen globales vidrio-aire, se observa lógicamente que al 
lograr lo coeficientes individuales aire, estos son mayores que cuando estaban sin corregir. En 
los experimentos para el cilindro vertical las correcciones permitieron un aumento relativo 
porcentual en casi un 0.65%; mientras que para los efectuados con el cilindro horizontal fue de 
alrededor de 1.10% aproximadamente. Estos incrementos se hacen mayores a medida que 
también sean mayores los coeficientes globales a corregir (para convertirlos en individuales).  
En conjunto, y tomando un promedio, los modelos de la literatura predicen que los coeficientes 
para el mismo cilindro y a las mismas condiciones son ligeramente superiores para un cilindro 
horizontal, que para uno vertical en apenas un 2%. Cualitativamente se observó que los valores 
obtenidos horizontalmente fueron mayores –ya que el tiempo de llegada al equilibrio fue menor- 
y cuantitativamente también se verifica este hecho, pero de manera exagerada ya que los 
horizontales obtenidos son un 70% mayores a los verticales. Con esto se refuerza lo ya 
expresado anteriormente: los resultados experimentales para cilindro vertical presentan más 
error que los horizontales. 
Entonces la desviación de los valores arrojados experimentalmente para los coeficientes de 
transferencia de calor en cilindros verticales encierran alguna explicación física, explicación 
diferente a la de los errores de medición, ya que el déficit de los valores está en alrededor de 
un 35%.   
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6. PRÁCTICA: COEFICIENTE DE TRANSFERENCIA DE CALOR 
POR CONVECCIÓN LIBRE ALREDEDOR DE UN CILINDRO 
 
6.1 OBJETIVOS 
 
 Determinar el coeficiente de transferencia de calor en situaciones de convección libre 
alrededor de un cilindro. 
 Comparar el coeficiente experimental con los obtenidos a través de las correlaciones 
teóricas y empíricas. 
 Determinar el número de Nusselt para las configuraciones trabajadas. 
 
6.2 FUNDAMENTO TEÓRICO 
 
Usualmente el coeficiente de transferencia de calor viene reportado en términos del número de 
Nusselt, el cual se define como: 
ܰݑ ൌ ݄ܮ௖݇  
Donde ࡺ࢛: Número de Nusselt basado en la longitud característica ࡸࢉ; ࢎ: Coeficiente de 
transferencia de calor (vatios/m2K); ࢑: conductividad térmica del fluido. 
El experimento que permite determinar el coeficiente de Transferencia de Calor, está basado 
en la ley de enfriamiento de Newton: 
ࡽሶ ൌ ࢎ࡭ሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ 
Donde: ࡽሶ : Flujo de calor [W]; ࡭: Área de Transferencia de Calor Convectiva [m2]; ࢀ࢝ െ ࢀஶ: 
diferencia de temperatura entre la superficie del bulbo del termómetro y la temperatura en el 
espesor de la capa límite térmica [°C ó K].  
Para transferencia de calor alrededor de un cilindro (vertical u horizontal) en contacto con un 
fluido de diferente temperatura existen varias correlaciones en la literatura. Algunas de ellas 
son teóricas y otras completamente empíricas. A continuación se listan algunas de las 
anteriores además de las desarrolladas en esta tesis. 
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6.2.1 Correlaciones Teóricas 
Para un cilindro vertical y basándose en la hipótesis aproximada de Langmuir de capa limite 
estacionaria de una superficie curva, Elenbaas (1948) planteó: 
ܰݑ஽ ൌ 0.6 ൬ܦܮ൰
ଵ/ସ
ܴܽଵ ସ⁄ ݁ݔ݌ ൬ 2ܰݑ஽൰ 
Si ܦ ՜ ∞ se tiene que  
ܰݑ஽ ൌ 0.6ܴܽଵ ସ⁄  
solución que corresponde a una pared plana. 
De hecho el criterio para tratar un cilindro vertical igual que una pared plana vertical fue dado 
por Gebhart:   
ܦ
ܮ ൒
35
ܩݎଵ ସ⁄  
Las soluciones distan de menos 5% de la solución de pared plana para Pr desde 0.72 a 1.0 
LeFevre y Ede (1956) emplearon un método integral para solucionar las ecuaciones de 
gobiernan el fenómeno obteniendo la siguiente expresión del número de Nusselt promedio para 
régimen laminar [BEJAN]: 
ܰݑതതതത ൌ ത݄ܮ݇ ൌ
4
3 ቈ
7ܩݎ · ܲݎଶ
5ሺ20 ൅ 21ܲݎሻ቉
ଵ ସ⁄
൅ 4ሺ272 ൅ 315ܲݎሻܮ35ሺ64 ൅ 63ܲݎሻܦ  
Donde tanto ܰݑതതതത y  ܩݎ estan basados en la altura, ܮ, del cilindro vertical. 
Hermann (1936) dedujo una expresión para cilindros horizontales en régimen laminar 
resolviendo las ecuaciones diferenciales por el método de no similaridad, estableciendo que 
para aire: 
ܰݑതതതത஽ ൌ 0.372ܩݎ஽ଵ ସ⁄  
Merk and Prins (1953-1954) obtuvieron para cilindros horizontales en régimen laminar una 
solución empleando el método integral y asumiendo espesores iguales entre las capas limites 
térmica e hidrodinámica [BEJAN]: 
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ܰݑതതതത஽ ൌ ܥሺܲݎሻሺܩݎ஽ܲݎሻଵ ସ⁄ ൌ ܥሺܲݎሻܴܽ஽ଵ ସ⁄  
Para valores de ܲݎ de 0.7 (aire) el valor de la constante, ܥሺܲݎሻ fue calculado como 0.436. 
 
6.2.2 Correlaciones Empíricas 
 
 Cilindros Verticales 
Para cilindros verticales con un flujo de calor constante se tiene [JANNA]: 
ܰݑതതതത஽ ൌ ܥ ൬ܴܽ஽ ܦܮ൰
௡
 
܀܉۲ ۲ۺ C n 
൑0.05 0.93 0.05 
0.05-104 1.37 0.16 
൒104 0.6 0.25 
Tabla 6.1 Constantes para la ecuación de convección libre en cilindros verticales 
Todos los valores de las propiedades se determinan a la temperatura de película, ௙ܶ, que 
corresponde al promedio aritmético entre la temperatura de pared,  ௪ܶ, y la temperatura del 
seno del fluido ஶܶ, excepto el coeficiente de expansión térmica, , que en el caso de gases se 
determina a ஶܶ. 
௙ܶ ൌ 12 ሺ ௪ܶ ൅ ஶܶሻ 
Se recuerda que para un gas ideal como el aire  
ߚ ൌ 1
ஶܶ
 
Una correlación general recomendada por Yang para regiones en régimen laminar y turbulento 
tiene la forma [POPIEL]: 
ܰݑതതതത௅ ൌ ൝0.60 ൬ܮܦ൰
଴.ହ
൅ 0.387ܴܽ௅
ଵ ଺⁄
ሾ1 ൅ ሺ0.492 ܲݎ⁄ ሻଽ ଵ଺⁄ ሿ଼ ଶ଻⁄ ൡ
ଶ
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Los valores de los cálculos numéricos obtenidos por Cebeci para un parámetro de curvatura 
ߦ ൌ √32ܩݎ௅଴.ଶହ
ܪ
ܦ ൏ 5 
pueden ser representados por la ecuación simple, para ܲݎ ൌ 0.72, en la región laminar 
[POPIEL]: 
ܰݑതതതത௅ ൌ ܰݑതതതത௅,௉௉ ൤1 ൅ 0.300 ൬32଴.ହܩݎ௅ି ଴.ଶହ ܮܦ൰൨
଴.ଽ଴ଽଵ
 
donde ܰݑതതതത௅,௉௉ corresponde al de una pared plana vertical, dado por la correlación teórica 
[KARLEKAR]: 
ܰݑതതതത௅,௉௉ ൌ 0.677ܲݎଵ ଶ⁄ ሺ0.952 ൅ ܲݎሻିଵ ସ⁄ ܩݎ௅ଵ ସ⁄  
o también por la correlación empírica desarrollada por Churchill y Chu para una placa vertical 
de altura, ܮ, y con un borde frontal abrupto para flujo laminar [MILLS] : 
ܰݑതതതത௅,௉௉ ൌ 0.68 ൅ 0.670ሺܴܽ௅߰ሻଵ ସ⁄  
donde la función del número de Prandtl, ߰, definida por Churchill y Usagi se define como: 
߰ ൌ ቈ1 ൅ ൬0.492ܲݎ ൰
ଽ ଵ଺⁄
቉
ିଵ଺ ଽ⁄
 
Los valores de Cebeci también pueden ser aproximados por una ecuación validada para 
números de Prandtl entre 0.01-100, es decir,   0.01 ൑ ܲݎ ൑ 10 [POPIEL]: 
ܰݑതതതത௅ ൌ ܰݑതതതത௅,௉௉ ൤1 ൅ ܤ ൬32଴.ହܩݎ௅ି ଴.ଶହ ܮܦ൰൨
஼
 
donde: 
ܤ ൌ 0.0571322 ൅ 0.20305ܲݎି଴.ସଷ 
ܥ ൌ 0.9165 െ 0.0043ܲݎ଴.ହ ൅ 0.01333݈݊ܲݎ ൅ 0.0004809 ܲݎ⁄  
Popiel obtuvo una correlación a partir del enfriamiento de un cilindro en estado transitorio que 
tiene una incertidumbre promedio de 3.5% con un 95% de confianza, válida para: 
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 10଼ ൏ ܴܽ௅ ൏ 1,1 ൈ 10ଽ, y,  ܮ ܦ ൏ 60⁄ : 
ܰݑതതതത௅ ൌ ܣܴܽ௅௡ 
donde:  
ܣ ൌ 0.519 ൅ 0.03454 ൬ܮܦ൰ ൅ 0.0008772 ൬
ܮ
ܦ൰
ଶ
൅ 8.855 ൈ 10ି଺ ൬ܮܦ൰
ଷ
 
y 
݊ ൌ 0.25 െ 0.00253 ൬ܮܦ൰ ൅ 1.152 ൈ 10
ିହ ൬ܮܦ൰
ଶ
 
La dependencia generalizada de transferencia de calor por convección libre en un gas para 
flujo laminar y turbulento sobre un cilindro vertical está dada por la expresión de Kuehn 
[MARTINENKO]: 
ܰݑ஽ ൌ 2 ݈݊ ቎1 ൅ 2 ൝ቆ0.67ሺܴܽ஽ ܦ ܮ⁄ ሻଵ ସ⁄ ൣ1 ൅ ሺ0.599 ܲݎ⁄ ሻଷ ହ⁄ ൧ି
ହ
ଵଶቇ
ଵହ
൅ ቀ0.1ܴܽ஽ଵ ଷ⁄ ቁ
ଵହൡ
ଵ ଵହ⁄
ൗ ቏൘  
Que es válida para: 
0.01 ൑ ܦ ܮ⁄ ൑ 1,     0 ൑ ܲݎ ൑ 1,     10ିହ ൑ ܴܽ஽ ൑ 10ଵଷ   ݕ     ௙ܶ ൌ ൫ ௪ܶ ൅ ௙ܶ൯/2 
 
 Cilindros Horizontales 
 
Para 10ଷ ൑ ܩݎ ൑ 10ଽ y ܲݎ ൒ 0.5 se correlacionaron los datos experimentales de Eckert y 
Soehnghen [KREITH]: 
ܰݑതതതത஽ ൌ 0.53ሺܩݎ஽ܲݎሻଵ ସ⁄  
 
En forma más general Morgan para un cilindro isotérmico sugiere una expresión de la forma 
[INCROPERA]: 
ܰݑതതതത஽ ൌ ܥܴܽ஽௡  
 
157 
 
RaD C n 
10-10-10-2 0.675 0.058 
10-2-102 1.020 0.148 
102-104 0.850 0.188 
104-107 0.480 0.250 
107-1014 0.125 0.333 
Tabla 6.2 Constantes para la ecuación de convección libre en cilindros horizontales 
Churchill y Chu dan la siguiente correlación válida para 10ି଺ ൑ ܴܽ஽ ൑ 10ଽ[MILLS]: 
ܰݑതതതത஽ ൌ 0.36 ൅ 0.518ܴܽ஽
ଵ ସ⁄
ሾ1 ൅ ሺ0.559 ܲݎ⁄ ሻଽ ଵ଺⁄ ሿସ ଽ⁄   
Cuando ܴܽ஽ ൒ 10ଽ ocurre transición de una capa límite laminar a una turbulenta y el aumento 
del número de Nusselt con el número de Rayleigh es mayor [MILLS]:  
ܰݑതതതത஽ ൌ ൝0.60 ൅ 0.387ܴܽ஽
ଵ ଺⁄
ሾ1 ൅ ሺ0.559 ܲݎ⁄ ሻଽ ଵ଺⁄ ሿ଼ ଶ଻⁄ ൡ
ଶ
 
Por el método de la capa limite Kuehn deduce [MARTINENKO]: 
ܰݑ஽ ൌ 2 ݈݊ ቎1 ൅ 2 ൝ቆ0.518ܴܽ஽ଵ ସ⁄ ൣ1 ൅ ሺ0.599 ܲݎ⁄ ሻଷ ହ⁄ ൧
ି ହଵଶቇ
ଵହ
൅ ቀ0.1ܴܽ஽ଵ ଷ⁄ ቁ
ଵହൡ
ଵ ଵହ⁄
ൗ ቏൘  
En la región de régimen laminar para ܴܽ஽ ൐ 1, la aproximación que realiza Churchill se puede 
aplica con un error del 4.5% [MARTINENKO]: 
ܰݑଵ ଶ⁄ ൌ 0.36ଵ ଶ⁄ ൅ ൤ ܴܽ஽300ሾ1 ൅ ሺ0.5 ܲݎ⁄ ሻଽ ଵ଺⁄ ሿଵ଺ ଽ⁄ ൨
ଵ ଺⁄
 
6.2.3 Modelo Experimental 
En la determinación experimental del coeficiente de transferencia de calor es necesario 
disponer del modelo de la transferencia de calor en el bulbo de un termómetro. El modelo se 
obtiene al aplicar un balance de energía al sistema (columna y bulbo del termómetro). La 
evolución de la temperatura, ࢀ, con el tiempo, ࢚, instantes después de someter a enfriamiento o 
calentamiento el bulbo de un termómetro de vidrio es: 
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ࢀ െ ࢀஶ
ࢀ૙െࢀஶ ൌ ࢋ
ିࢎ࡭࢈ࡹࢉ࢖࢚ 
Donde ࢀ૙ es la temperatura inicial en el termómetro, ࢀஶ la temperatura en el seno del fluido, ࡭࢈ 
el área del bulbo del termómetro, ࢎ el coeficiente de transferencia de calor, ࢉ࢖ y ࡹ el calor 
específico y la masa del fluido termométrico respectivamente. 
En la forma adimensional de esta ecuación interviene el Número de Biot, ࡮࢏ ൌ ࢎ࡭࢈࢚࢓ࡹࢉ࢖ ,  el cual 
contiene el coeficiente de Transferencia de Calor: 
ી
ી૙ ൌ ࢋ
ି࡮࢏࣎ 
Donde ߠ ൌ ்ି ಮ்
బ்ି ಮ் es la temperatura adimensional, ߬ ൌ
௧
௧೘, es el tiempo adimensional con ݐ௠ 
como el tiempo en que tarda el termómetro en llegar al equilibrio térmico práctico. 
 
El siguiente modelo es válido bajo las siguientes restricciones: 
 
 Se desprecia la radiación en el aire debido a la baja diferencia de temperaturas. Es 
decir que mecanismo predominante en el aire es la radiación. 
 En el fluido termométrico sólo se considera flujo conductivo de calor y el calor se 
propaga instantáneamente (difusividad térmica infinita) y no se considera flujo 
convectivo dentro del fluido termométrico. Esto equivale a que la columna tenga la 
misma temperatura del bulbo que en la realidad correspondería a un termómetro de 
inmersión total. 
 Con respecto a lo anterior puede decirse que para el bulbo se aplica el método de 
resistencia interna despreciable, que es válido para números de Biot menores a 0,1. 
 La transferencia de calor entre el medio externo y el mercurio sólo se da a través del 
bulbo del termómetro, mientras que la columna de vidrio que contiene el resto de 
mercurio se supone que no transfiere calor desde o hacia el ambiente externo que lo 
rodea, es decir, el capilar de vidrio se considera adiabático, perfectamente aislado. 
 Se supone que el espesor de la pared de vidrio del bulbo del termómetro es tal que la 
resistencia conductiva de calor en la pared de vidrio es pequeña, ello debido a la poca 
inercia que tiene el termómetro, es decir, el menisco del mercurio se mueve tan pronto 
como la temperatura cambia en el bulbo. 
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 El fluido termométrico no moja la pared, despreciándose los efectos de tensión 
superficial. 
 Se ignoran los efectos debidos a las fuerzas capilares en la columna termométrica. 
 No hay condensación de los vapores del fluido termométrico en las paredes de la 
columna capilar del termómetro. 
 Como consideración final, en este modelo el fluido en el termómetro se expande a 
presión constante dentro del capilar, lo cual implica suponer que se trabaja con el calor 
específico a presión constante. 
 
 
 
6.3 EQUIPO 
El equipo consiste de: 
1) Un termómetro de precisión: Puede utilizarse el termómetro de vidrio de un calorímetro. 
Se recomienda el termómetro de referencia ASTM 56C – 86.  Ver en las siguientes dos 
figuras las especificaciones.  
 
 
Figura 6.1 Termómetro ASTM 56C -86 
 
 
Figura 6.2 Termómetro de la bomba calorimétrica 
 
2) Un vaso de precipitados de 500ml o mayor capacidad. 
3) Un mechero. 
4) Soportes: universal, trípode y pinzas de aro de nuez. 
5) Un cronómetro. 
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6) Una Cámara de video. 
 
 
 
 
 
Figura 6.3 Elementos de grabación y edición 
7) Un tablero adecuado para desplazar la cámara. 
Tabla 6.3 Especificaciones del termómetro ASTM 56C – 86 [ASTM E1. (2007)] 
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6.4 PROCEDIMIENTO 
 
El experimento consiste básicamente en tomar las lecturas de cambio de temperatura en 
función del tiempo registradas por un termómetro de vidrio. Se considera como sistema que 
transfiere calor con los alrededores, el bulbo del termómetro, el cual es asumido como un 
cilindro.  
 
El bulbo se calienta con una llama hasta llevar al termómetro a su 
límite superior de temperatura. Se expone al medio ambiente 
externo (mas frío, ஶܶ) y una vez comienza el enfriamiento del 
bulbo con el aire estancado, se registra el descenso de 
temperatura con una video cámara que sigue el menisco de 
mercurio de la columna hasta que prácticamente llega a equilibrio 
térmico con el ambiente. Para evitar corrientes de aire, el 
termómetro es encerrado en un recipiente cilíndrico de muchísimo 
mayor diámetro. La temperatura ambiente y la humedad relativa 
del momento del ensayo también son registradas. Se debe conocer la mayor cantidad posible 
de características del termómetro.  Tome las mediciones de las longitudes del bulbo con un 
calibrador y mida el espesor de la pared apoyado con un estereoscopio. 
 
Se recomienda realizar por lo menos dos registros fílmicos por cada experimento replicando las 
mismas condiciones con el ánimo de aplicar la teoría de errores. La filmación de cada registro 
se puede procesar para digitalizar en fotos por medios de software como, Vegas Pro, donde se  
generan hasta 24 cuadros por segundo.  
 
6.4.1 Ensayos preliminares cualitativos 
Para estudios cualitativos se proponen los siguientes ensayos 
6.4.1.1 Ensayo-1: Calentamiento del bulbo con agua a temperatura máxima permisible  
Caliente agua y agítela en un vaso de precipitados de 500 mL, colocando el vaso sobre una 
plancha eléctrica de calentamiento, hasta alcanzar la temperatura máxima del termómetro, que 
es de 35C. Monitoree el ascenso de temperatura en el agua del vaso con otro termómetro. 
Una vez alcanzada la temperatura de 35C se sumerja el bulbo del termómetro de precisión en 
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el vaso con agua caliente y observe como asciende el menisco en el termómetro; no agite el 
agua durante el calentamiento del bulbo.  
 
6.4.1.2 Ensayo-2: Calentamiento del bulbo con agua a menor temperatura 
Repita todo el Ensayo-1 pero caliente inicialmente el agua, ya no hasta 35C, si no hasta una 
temperatura menor, 25C. Compare los dos ensayos anteriores, ¿Qué observa respecto de la 
velocidad con que se mueve el menisco?. 
 
6.4.1.3 Ensayo-3 calentamiento del bulbo con aceite 
Repita el ensayo anterior pero cambie el fluido en el vaso, por uno de mayor viscosidad como 
aceite mineral. Anote la diferencia cualitativa que se presenta al cambiar de fluido de 
calentamiento. 
 
6.4.1.4 Ensayo-4: Enfriamiento del bulbo en agua y aceite a temperatura ambiente  
Ahora registre el enfriamiento, por lo que debe calentar el bulbo del termómetro con un 
mechero hasta alcanzar la temperatura máxima permisible en el termómetro, pero sin registrar 
la temperatura; una vez se alcance esta máxima temperatura, inicia el registro fílmico y también 
simultáneamente enfríe el bulbo al sumergirlo en un vaso con agua a temperatura ambiente. 
 
Nota: Para calentar el bulbo acerque y retire el mechero al bulbo para que la temperatura no 
supere la temperatura máxima de la escala del termómetro, de lo contrario podría dañar el 
termómetro. 
6.4.1.5 Ensayo-5: Enfriamiento del bulbo con aire a temperatura ambiente 
En cambio de líquidos ahora utilice un gas, como el caso aire a temperatura ambiente. 
  
6.4.2 Experimento Enfriamiento Cilindro Vertical 
Convección libre alrededor del bulbo del termómetro orientado verticalmente en aire. 
Figura 6.4 Orientación vertical del termómetro 
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Para este montaje se requiere de un soporte universal y pinzas de nuez para mantener el 
termómetro aplomado verticalmente, y de otro soporte móvil para la video cámara con el fin de 
guiar el seguimiento de la filmación del menisco. 
- Realice el montaje que se muestra esquemáticamente en la Figura 6.5 
 
 
 
 
 
  
 
 
Figura 6.5 Montaje para el termómetro vertical  
- Cerrar la puerta del laboratorio para eliminar corrientes de aire que podrían influir en el 
ensayo. Y garantizar que no se induzca movimiento de aire durante el ensayo. 
- Acercar lentamente al bulbo del termómetro la llama del mechero y observar que el menisco 
del mercurio en el termómetro alcance la temperatura máxima que se fije para el ensayo. 
Esta temperatura no debe sobrepasar nunca la temperatura máxima de la escala del 
termómetro, pues si esto ocurre el termómetro se descalibra y podría dañarse.  
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- Una vez alcanzada la temperatura máxima fijada, la cual se toma como temperatura inicial, 
se retira el mechero y se coloca el vaso de tal forma que el bulbo del termómetro quede 
dentro del vaso como muestra la figura.  
- Al final del procedimiento anterior ya la cámara de video debe estar filmando.  
- Al enfriarse el bulbo del termómetro, el menisco del mercurio desciende por lo cual mueva 
la cámara sobre el soporte de la cámara para seguir el movimiento del menisco y así 
registrar y grabar la evolución de la temperatura en el tiempo. 
- Durante el ensayo si hay personas alrededor, es importante que éstas no caminen cerca 
del ensayo pues al desplazarse se originan corrientes forzadas de aire y esto afecta el 
experimento pues ya no se tendría convección libre.    
      
6.4.3 Experimento Enfriamiento Cilindro Horizontal 
Convección libre alrededor de un cilindro orientado horizontalmente en aire  
 
 
 
Figura 6.6 Orientación horizontal del termómetro  
 
 Realice el montaje que se muestra esquemáticamente en la figura 6.7 
 Use una guía en forma de riel para la cámara.  
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6.7 Montaje para termómetro horizontal  
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- Cerrar la puerta del laboratorio para eliminar corrientes de aire que podrían influir en el 
ensayo. Y garantizar que no se induzca movimiento de aire durante el ensayo. 
- Acercar lentamente al bulbo del termómetro la llama del mechero y observar que el menisco 
del mercurio en el termómetro alcance la temperatura máxima que se fije para el ensayo. 
Esta temperatura no debe sobrepasar nunca la temperatura máxima de la escala del 
termómetro, pues si esto ocurre el termómetro se descalibra y podría dañarse.  
- Una vez alcanzada la temperatura máxima fijada, la cual se toma como temperatura inicial, 
se retira el mechero y se coloca el vaso de tal forma que el bulbo del termómetro quede 
dentro del vaso. 
- Al final del procedimiento anterior ya la cámara de video debe estar filmando.  
- Al enfriarse el bulbo del termómetro la columna de mercurio se contrae por lo cual se debe 
mover la cámara sobre el riel para seguir el movimiento del menisco y así registrar y grabar 
la evolución de la temperatura en el tiempo. 
- Durante el ensayo si hay personas alrededor, es importante que éstas no caminen cerca 
del ensayo pues al desplazarse se originan corrientes forzadas de aire y esto afecta el 
experimento pues ya no se tendría convección libre. 
 
6.4.4 Ensayos Para Calentamiento (Opcional) 
Como práctica opcional se propone: Bajo el bulbo del termómetro vertical situar a una distancia 
conveniente un bombillo de 100 vatios. Al encender el bombillo el calor radiado calentará el 
bulbo. Y la temperatura comenzará a aumentar. Filmar el ascenso de la columna termométrica.  
 
6.5 GRÁFICAS NECESARIAS PARA EL INFORME  
Construya las siguientes gráficas: 
 Evolución de temperatura junto con su réplica para un cada experimento (Temperatura-
tiempo). 
 Evolución adimensional de temperatura junto con su réplica para cada experimento. 
 Linealización de la temperatura adimensional respecto al tiempo adimensional. 
 Evolución del número de Biot. 
 Coeficiente de transferencia de Calor instantáneo. 
 Número de Nusselt instantáneo. 
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6.6 CÁLCULOS Y REQUERIMIENTOS PARA EL INFORME 
 
6.6.1 Parámetros 
 
6.6.1.1 Propiedades Físicas 
Las propiedades se calcularon teniendo en cuenta la temperatura promedio entre la inicial y 
final, que se evalúa por el teorema integral del valor medio, y la integral a su vez se resuelve 
mediante la Regla de Simpson 1 3⁄ : 
തܶ௪ ൌ 1ݐ௠ න ܶሺݐሻ݀ݐ ൎ
௧೘
଴
∆ݐ
3ݐ௠ ሾܶሺݐ଴ሻ ൅ 4ܶሺݐଵሻ ൅ 2ܶሺݐଶሻ ൅ 4ܶሺݐଷሻ൅. . . ൅2ܶሺݐ௡ିଶሻ ൅ 4ܶሺݐ௡ିଵሻ ൅ ܶሺݐ௡ሻሿ 
Entonces la temperatura de película promedio con la que usualmente se encuentran las 
propiedades del aire es: 
തܶ௙ ൌ 12 ሺ തܶ௪ ൅ ஶܶሻ 
Los valores de las variaciones de las propiedades con la temperatura se extrajeron de la 
literatura [KRETIH], con los cuales se generaron (por regresión) las siguientes correlaciones en 
SI (la temperatura en °C, excepto para el cp,  y  del aire que además estarán en K): 
Mercurio:  
ߩ ൌ െ2.4291ܶ ൅ 13628     ܴ2 ൌ 1.0 
 
ܿ௉ ൌ 4 ൈ 10ି଺ܶଷ ൅ 0.0006ܶଶ െ 0.0559ܶ ൅ 140.3    ܴ2 ൌ 1.0 
 
para el intervalo: 0°ܥ ൑ ܶ ൑ 100°ܥ 
Aire: 
ߤ ൌ ሺ0.0412ܶ ൅ 17446ሻ ൈ 10ି଺      ܴ2 ൌ 0.9994 
݇ ൌ 7 ൈ 10ିହ ൅ 0.0237     ܴ2 ൌ 1.0 
para el intervalo: 0°ܥ ൑ ܶ ൑ 60°ܥ 
ܿ௉ ൤ ݇ܬ݇݃ܭ൨ ൌ
1
ܯ ሺ28.11 ൅ 1.97 ൈ 10
ିଷܶ ൅ 4.80 ൈ 10ି଺ܶଶ െ 1.97 ൈ 10ିଽܶଷሻ 
 
para el intervalo: 273 ܭ ൑ ܶ ൑ 1800 ܭ 
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ߩ ൌ ܴܲܶ 
 
ߚ ൌ 1ܶ 
 
con [CENGEL]: 
ܯ ൌ 28.97 ݇݃ ݇݉݋݈ൗ   ݕ    ܴ ൌ 0.2897 ݇ܬ ݇݃ܭൗ  
 
6.6.1.2 Condiciones de Trabajo 
Las condiciones de presión atmosférica local y aceleración gravitacional son: 
ܲܽݐ݉ ൌ 560 ݉݉ ܪ݃ ൌ 74660.53 ܲܽ 
݃ ൌ 9.803 ݉ ݏଶൗ  
 
6.6.1.3 Especificaciones del Bulbo 
Con la información suministrada sobre el termómetro y/o las mediciones realizadas al bulbo 
complete la siguiente tabla las especificaciones para la envolvente cilíndrica o pared del bulbo: 
ࡰࢋ࢚࢞, mm  
࢚, mm (espesor)  
ࡰ࢏࢔࢚, mm  
ࡸ, mm  
Material  
࢑, W/m°C  
Tabla 6.4 Especificaciones de la pared del bulbo 
Con estos valores calcule para el bulbo: el área lateral del bulbo, ࡭࢈; el volumen, ࢂ y la longitud 
característica ࡸࢉ. 
 
6.6.2 Determinación del intervalo de temperatura a trabajar 
Usando el concepto de constante de tiempo, como el tiempo requerido para lograr 
aproximadamente al ሺ1 െ ݁ିଵሻ · 100% ൎ 63.21% del cambio total de temperatura, que 
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corresponde a ଴ܶ െ ஶܶ. De esta manera podemos plantear que la temperatura inferior del 
intervalo,  ࢀ࢓, está dada por: 
௠ܶ ൌ ݁ିଵሺ ଴ܶ െ ஶܶሻ ൅ ஶܶ ൌ ଴ܶ െ ሺ1 െ ݁ିଵሻሺ ଴ܶ െ ஶܶሻ 
Con ello se busca rechazar la zona de la curva que obedece a una respuesta estacionaria, ya 
que de acuerdo a la teoría de control cuando se tiene un ሺ1 െ ݁ିଵሻ · 100% ൎ 63.21% del cambio 
transitorio prácticamente se estabiliza en un estado estacionario. Cuando se acerca al equilibrio 
termodinámico el valor de los coeficientes instantáneos de transferencia de calor tiende a 
disminuir y a ser cero, debido a que la diferencia de temperaturas también tiende a reducirse y 
a ser cero. De esta manera se asegura el estado tansitorio, al trabajar en la región exponencial 
definida por ሾ ௠ܶ, ଴ܶሿ. 
Es decir que de la serie de datos obtenidos, correspondientes a la evolución de la temperatura 
para cada experimento, sólo se toman desde ଴ܶ hasta ௠ܶ, lo que implica rechazar desde ௠ܶ 
hasta ௙ܶ. 
 
6.6.3 Determinación del Coeficiente de Transferencia de Calor y el Número de Nusselt  
Con los datos experimentales de temperatura Vs. tiempo puede determinarse el coeficiente de 
Transferencia de Calor y con este el Nusselt promedio, que será de esta manera: 
ܰݑതതതത௅ ൌ
ത݄ܮ
݇     ݋    ܰݑതതതത஽ ൌ
ത݄ܦ
݇    
Los métodos para lograr dichos coeficientes son dos: 
6.6.3.1 Regresión por Mínimos Cuadrados  
Aplicando el método de mínimos cuadrados puede obtenerse el coeficiente convectivo en 
términos de datos experimentales: 
ܤ݅ ൌ ∑ ௜ܻܼ௜
௡௜ୀଵ
∑ ௜ܻଶ௡௜ୀଵ  
esta última asume que el intercepto con el eje de la variable dependiente es cero, de lo 
contrario se debe asumir que [CHAPRA]: 
ܤ݅ ൌ ݊ ∑ ௜ܻܼ௜ െ ∑ ௜ܻ ∑ ܼ௜
௡௜ୀଵ௡௜ୀଵ௡௜ୀଵ
݊ ∑ ௜ܻଶ௡௜ୀଵ െ ൫∑ ௜ܻ௡௜ୀଵ ൯ଶ
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El índice de correlación, o coeficiente de determinación se determina mediante la fórmula 
[CHAPRA]: 
ݎଶ ൌ ሺ݊ ∑ ௜ܻܼ௜ െ ∑ ௜ܻ ∑ ܼ௜
௡௜ୀଵ௡௜ୀଵ௡௜ୀଵ ሻଶ
ቂ݊ ∑ ௜ܻଶ௡௜ୀଵ െ ൫∑ ௜ܻ௡௜ୀଵ ൯ଶቃ ቂ݊ ∑ ܼ௜ଶ௡௜ୀଵ െ ൫∑ ܼ௜௡௜ୀଵ ൯ଶቃ
 
Aplicando lo anterior a todos los datos se obtiene se obtiene un coeficiente promedio para todo 
el proceso de enfriamiento. 
ത݄כ ൌ ܯܿ௣ܣ௕ݐ௠ ܤ݅ 
 
6.6.3.2 Derivación e integración numérica 
 
Para cada pareja de datos ሺݐ, ܶሻ o punto de la curva de enfriamiento se determina 
numéricamente la derivada, ࢊࢀ ࢊ࢚⁄ , o cambio instantáneo de temperatura usando las formulas 
de primera derivada por diferencias finitas con cinco puntos: hacia adelante para los dos 
primeros puntos, las de hacia atrás para los dos últimos puntos y centradas para el resto de 
puntos [CHAPRA]. Adaptando y aplicando dichas formulas para el caso: 
݀ܶ
݀ݐ ฬ௧೔
ൌ െܶሺݐ௜ାଶሻ ൅ 4ܶሺݐ௜ାଵሻ െ 3ܶሺݐ௜ሻ2∆ݐ         ݄ܽܿ݅ܽ ݈ܽ݀݁ܽ݊ݐ݁ 
݀ܶ
݀ݐ ฬ௧೔
ൌ 3ܶሺݐ௜ሻ െ 4ܶሺݐ௜ିଵሻ ൅ ܶሺݐ௜ିଶሻ2∆ݐ         ݄ܽܿ݅ܽ ܽݐݎܽݏ 
݀ܶ
݀ݐ ฬ௧೔
ൌ െܶሺݐ௜ାଶሻ ൅ 8ܶሺݐ௜ାଵሻ െ 8ܶሺݐ௜ିଵሻ ൅ ܶሺݐ௜ିଶሻ12∆ݐ         ܿ݁݊ݐݎܽ݀ܽ 
Luego se calcula cada coeficiente de transferencia de calor instantáneo a través de la 
definición: 
݄ሺݐ௜ሻכ ൌ
ܯሺݐ௜ሻܿ௣ሺݐ௜ሻ
ܣ௕ሾ ஶܶ െ ܶሺݐ௜ሻሿ
݀ܶ
݀ݐ ฬ௧೔
 
Ahora por el teorema integral del valor medio se determina el valor promedio del coeficiente: 
ത݄כ ൌ 1ݐ௠ න ݄ሺݐሻ݀ݐ
௧೘
଴
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Dicha integral definida se resuelve por la Regla de Simpson de 1/3, la cual requiere un número 
par de particiones. Si los datos arrojan número impar de particiones, se elimina la última pareja 
de medidas. 
ത݄כ ൌ 1ݐ௠ න ݄ሺݐሻ݀ݐ
௧೘
଴
ൌ 
ത݄כ ൌ 1ݐ௠ ൜
∆ݐ
3 ሾ݄ሺݐ଴ሻ ൅ 4݄ሺݐଵሻ ൅ 2݄ሺݐଶሻ ൅ 4݄ሺݐଷሻ ൅ 2݄ሺݐସሻ ൅ ڮ ൅ 2݄ሺݐ௡ିଶሻ ൅ 4݄ሺݐ௡ିଵሻ ൅ ݄ሺݐ௡ሻሿൠ 
El error de esta determinación numérica es: 
ܧ௥ ൌ 1180 ሺ∆ݐሻ
ଶ ݄݀ସ
݀ݐସ ቤక
    ܿ݋݊ 0 ൑ ߦ ൑ ݐ௠ 
 
Para la determinación de este error, se procede con la serie temporal de coeficientes de calor 
instantáneos obtenidos anteriormente de la siguiente manera. Para cada tiempo se calcula 
numéricamente la cuarta derivada usando las siguientes formulas adaptadas a la presente 
situación [CHAPRA, MATHEWS]: 
݄݀ସ
݀ݐସ ቤ௧೔
ൌ െ2ܶሺݐ݅൅5ሻ ൅ 11ܶሺݐ݅൅4ሻ െ 24ܶሺݐ݅൅3ሻ ൅ 26ܶሺݐ݅൅2ሻ െ 14ܶሺݐ݅൅1ሻ ൅ 3ܶሺݐ݅ሻሺ∆ݐሻ4         ݄ܽܿ݅ܽ ݈ܽ݀݁ܽ݊ݐ݁ 
݄݀ସ
݀ݐସ ቤ௧೔
ൌ 3ܶሺݐ݅ሻ െ 14ܶሺݐ݅െ1ሻ ൅ 26ܶሺݐ݅െ2ሻ െ 24ܶሺݐ݅െ3ሻ ൅ 11ܶሺݐ݅െ4ሻ െ 2ܶሺݐ݅െ5ሻሺ∆ݐሻ4         ݄ܽܿ݅ܽ ܽݐݎܽݏ 
݄݀ସ
݀ݐସ ቤ௧೔
ൌ െܶሺݐ݅൅3ሻ ൅ 12ܶሺݐ݅൅2ሻ െ 39ܶሺݐ݅൅1ሻ ൅ 56ܶሺݐ݅ሻ െ 39ܶሺݐ݅െ1ሻ ൅ 12ܶሺݐ݅െ2ሻ െ ܶሺݐ݅െ3ሻ6ሺ∆ݐሻ4   ܿ݁݊ݐݎܽ݀ܽ 
 
Para los tres primeros puntos se aplica la formula de diferencias divididas finitas hacia 
adelante, para los tres últimos puntos la formula de diferencias divididas finitas hacia atrás y 
para el resto de puntos la formula de diferencias divididas finitas centradas. Luego se ubica 
tanto el máximo y como el mínimo de estos valores de 4ª derivada, y entre estos dos se toma la 
4ª derivada de mayor valor absoluto, con la cual se calcula en la formula el error máximo 
debido a la aplicación de la integración numérica. 
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6.6.3.4 Corrección por Resistencia de Pared 
Corrija el coeficiente global (aire-vidrio) que incluye la resistencia térmica conductiva de la 
pared del bulbo para  hallar el coeficiente de transferencia de calor individual del aire, usando: 
ࢎ ൌ ૚૚
 ࢎכ െ ࡭࢈ࡾ࢝
 
donde ܴ௪ es la resistencia de pared correspondiente a la conducción en un cilindro hueco: 
ܴ௪ ൌ 12ߨ݇ܮ ݈݊
ܦ௘௫௧
ܦ௜௡௧  
 
6.6.3.5 Valores Esperados 
De acuerdo a la información suministrada en el Fundamento Teórico y de ser necesaria otra 
complentaria, calcule los coeficientes esperados y los valores de los números de Nusselt. 
 
6.6.3.6 Errores Relativos Porcentuales 
Encuentre el error relativo de cada uno de los coeficientes encontrados experimentalmente con 
respecto al valor esperado del modelo seleccionado que presente mayor confiabilidad.  
 
6.7 RESULTADOS 
Presente adecuadamente los resultados obtenidos en las tablas y gráficas que considere 
pertinentes.  
 
6.8 ANÁLISIS Y DISCUSIÓN DE RESULTADOS  
Para desarrollar esto tenga en cuenta los cuestionamientos presentados en el numeral 6.9. 
 
6.9 ASPECTOS, ITEMS Y PREGUNTAS DE DISCUSIÓN 
¿Es indispensable el coeficiente de transferencia de calor para los cálculos de transferencia de 
calor? Señale las ventajas y desventajas de su utilización en la ingeniería de hoy ¿Cuál es la 
tendencia actual? 
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Elija el modelo teórico y experimental que mejor predice el coeficiente de transferencia de calor 
por convección libre y externa tanto para un cilindro vertical como para uno horizontal. De sus 
razones. 
Analice si se obtendrá experimentalmente el mismo coeficiente de transferencia de calor si en 
vez de enfriar, se calienta el bulbo, considerando el resto de condiciones idénticas. 
Explique cómo son generados los gradientes de densidad para la convección libre y su relación 
con las capa limite.  
De acuerdo a los ensayos cualitativos explique las diferencias entre los coeficientes que se 
obtendrían en cada uno con respecto a las modificaciones como temperatura inicial, fluido, etc. 
Dibuje la forma de la capa límite para una superficie cilíndrica fría y caliente, tanto vertical como 
horizontal, y de hecho discuta las diferencias entre el calentamiento y el enfriamiento para una 
misma orientación. También realice un análisis comparativo de la capa límite de un cilindro 
horizontal Vs. vertical ¿A qué atribuye las diferencias entre los coeficientes obtenidos para cada 
una de estas configuraciones? 
¿Cuáles pueden ser las posibles causas del error de la determinación experimental? ¿El(los) 
valor(es) obtenido(s) es (son) aceptado(s) o rechazado(s)? De sus argumentos. 
¿El tomar un recipiente para evitar la la turbulencia no altera la convección libre? 
¿A qué otros fluidos es aplicable esta práctica? ¿ aceite, por ejemplo?  
¿Qué mejoras sugiere para hacer la práctica más eficaz y con menor grado de incertidumbre? 
¿Es posible diseñar y construir un dispositivo que mida directamente el coeficiente de 
transferencia de calor? Explique sus razones. 
 
6.10 CONCLUSIONES Y SUGERENCIAS 
Con base en los objetivos planteados y el análisis de resultados realice este ítem. 
 
6.11 REFERENCIAS  
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7. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
 
El modelo planteado y resuelto para el funcionamiento del termómetro de vidrio permite 
determinar experimentalmente los coeficientes de transferencia de calor bajo las restricciones 
impuestas. Los resultados de los coeficientes obtenidos experimentalmente fueron validados 
para el funcionamiento del termómetro en posición vertical y horizontal rodeado de aire 
estancado, que representa la transferencia de calor por convección natural en aire (Pr=0.72 
aprox.) alrededor de un cilindro vertical (flujo externo en el bulbo) para un régimen laminar. 
Estos valores se alejan de los pronosticados por la literatura en promedio un 35% para los que 
se encuentran orientados verticalmente y en un 9 % para los que están horizontalmente; cabe 
notar que los modelos de la literatura también tienen un margen de incertidumbre. 
 
En estas tesis se obtuvo el modelo (adimensional) simplificado del termómetro [3-7]: 
 
ી
ી૙ ൌ ࢋ
ି࡮࢏࣎ 
 
o con variables dimensionales [3-8]: 
 
࢒࢔ ൬ࢀ െ ࢀஶࢀ૙െࢀஶ൰ ൌ െ
ࢎ࡭࢈
ࡹࢉ࢖ ࢚ 
 
Se concluye que el termómetro puede utilizarse para medir coeficientes locales de 
transferencia de calor en sitios del fluido donde se cumplan las restricciones del modelo: Flujo 
reptante (en este caso corresponde a movimiento convectivo natural lento), como por ejemplo 
si se tiene una placa vertical inicialmente caliente que se está enfriando por convección natural 
en aire. Sería necesario situar el bulbo del termómetro a una altura con respecto al borde 
inferior de la placa en sitios donde sea muy lento el movimiento del aire, esta condición puede 
darse en cerca al borde inferior de la placa, pues allí comienza a acelerarse el aire. 
Se determinó teóricamente el coeficiente de transferencia para convección natural alrededor de 
cilindros verticales usando el método integral que permite plantear un sistema de dos 
ecuaciones diferenciales ordinarias, cuya solución se desarrolla mediante la técnica de la 
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perturbación. La expresión que permite encontrar el número de Nusselt promedio [2-16] y por 
ende el coeficiente de transferencia de calor promedio es 
 
ࡺ࢛തതതത ൌ ૝૜ ቈ
ૠ
૞
ࡼ࢘૛ࡳ࢘ࡸ
ሺ૛૙ ൅ ૛૚ࡼ࢘ሻ቉
૚
૝
൅ ૝૜૞
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ
ࡸ
ࡰ ൅ ڮ 
 
La cual está en concordancia con las correlaciones de la literatura, aun cuando genera valores 
de coeficiente levemente menores a los de las correlaciones empíricas debido principalmente a 
que solamente se trabaja con dos términos en la soluciones por el método de perturbación. El 
primer término de esta ecuación representa una pared plana, mientras que los siguientes 
describen la curvatura. 
 
Se desarrollaron ecuaciones específicas para el problema propuesto en esta tesis de 
determinar el coeficiente de transferencia de calor para convección libre con movimiento 
laminar lento (flujo reptante), obteniéndose así la ecuación [3.18] para flujo cuasiestacionario y 
una para flujo transitorio ecuación [3.15] para el termómetro orientado verticalmente. 
Para flujo cuasiestacionario:     
                     
ࡺ࢛ ൌ ተተ૛
ቀࢾࡾቁ
૛
ቀ૚ െ ૛ࡸ࢔ ࢾࡾቁ െ ૚
ቀࢾࡾቁ
૛
൤૚ െ ૛ࡸ࢔ ࢾࡾ ቀ૚ െ ࡸ࢔
ࢾ
ࡾቁ൨ െ ૚
ተተ 
Para flujo transitorio:                
 
ࡺ࢛ ൌ
ฬࡶ૚ሺࣅࡾሻ ࢅ૚ሺࣅࡾሻࡶ૙ሺࣅࢾሻ ࢅ૙ሺࣅࢾሻฬ
ฬࡶ૙ሺࣅࡾሻ ࢅ૙ሺࣅࡾሻࡶ૙ሺࣅࢾሻ ࢅ૙ሺࣅࢾሻฬ
ࣅࡰ 
Tanto para flujo cuasiestacionario como para flujo transitorio no fue posible efectuar la 
confrontación de los resultados de estas dos ecuaciones para calcular le número de Nusselt 
debido a que se requiere el conocer el valor del espesor de la capa límite, ࢾࢀ, o del radio de la 
capa límite, ࢾ. No olvidar que estos dos se relacionan mediante: ࢾ ൌ ࡾ ൅ ࢾࢀ. 
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Del modelo de flujo transitorio, se esperaba que para cada instante de tiempo correspondiera 
un número de Nusselt, es decir que durante el enfriamiento del bulbo el Nusselt dependiera de 
el tiempo, pero al desarrollar el modelo y calcular el Nusselt se encontró que la variable tiempo 
se eliminaba por lo cual el número de Nusselt obtenido es global para todo el sistema. Por ello 
con los datos de temperatura versus tiempo se determinó experimentalmente un coeficiente de 
transferencia de calor para el enfriamiento en el bulbo del termómetro.  
Se encontró que cuando el flujo convectivo natural es muy lento (flujo reptante), el número de 
Grashof se elimina de la ecuación del número de Nusselt. Entonces puede preguntarse en que 
términos del número de Nusselt se representa el movimiento del fluido. Para el caso de flujo 
transitorio figura un parámetro ࣅ, el cual está incluido en la ecuación de cantidad de 
movimiento: 
ࣔ࢜ࢠ
࢚ࣔ ൌ ࣇ ቆ
ࣔ૛࢜ࢠ
ࣔ࢘૛ ൅
૚
࢘
ࣔ࢜ࢠ
ࣔ࢘ ቇ ൅
ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ ൅ ࢎ࢑ࣅ ሾࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ െ ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૙ሺࣅࡾሻሿ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ࢍࢼሺࢀ࢝૙ െ ࢀ∞ሻࢋ
ିࢻࣅ૛࢚ 
que al expresarla en forma adimensional aparecerá el número de Grashof y al solucionarla, el 
parámetro ࣅ quedará en función del número de Grashof y también el radio de la capa límite. 
Para flujo de calor cuasiestacionario, donde Nusselt está en función únicamente del radio de la 
capa límite, este espesor queda expresado implícitamente en términos del número de Grashof 
en la ecuación que permite calcular la velocidad axial: 
࢜ࢠ ൌ ࡳ࢘ࡰ࣏ࢍࢼ૜૛|ࢀ࢝ െ ࢀஶ| ቊቀ
ࢇ
ࡾ െ ࢈ቁ ቈ૚ െ ቀ
࢘
ࡾቁ
૛
቉ ൅ ቈ૛ ൬ࢾࡾ൰
૛
൬ࢇࡾ ൅ ࢈ࡸ࢔
ࢾ
ࡾ൰ ൅
૚
૛ࡾ ൬
ࢾ
ࡾ൰
૛
െ ࢈ ቆࢾ
૛ ൅ ࢘૛
ࡾ૛ ቇ቉ ࡸ࢔ ቀ
࢘
ࡾቁቋ 
donde ܽ y  ܾ son: 
ܽ ൌ ௪ܶ െ ஶܶ 
ܾ ൌ
െ 12 ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൤ߜଶܮ݊
ߜ
ܴ ൅
1
2 ሺܴଶ െ ߜଶሻ൨
ܴ ൤ߜଶܮ݊ ߜܴ ቀܮ݊
ߜ
ܴ െ
1
2ቁ െ
1
4 ሺܴଶ െ ߜଶሻ൨
 
 
Para el cilindro horizontal en estado cuasiestacionario se dedujeron las siguientes dos 
expresiones: 
 
Caso de gradiente angular de temperatura constante [3-21]: 
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ࡺ࢛ࡰ ൌ ૛ ࡼ࢘ࡾࢋ ቀࢾࡾ െ
૛
૜ ࡸ࢔
ࢾ
ࡾ െ ૚ቁ √ࣂ ൅ ࡸ࢔
ࢾ
ࡾ
 
 
Caso sin gradiente angular de temperatura [3-22]:  
 
ࡺ࢛ࡰ ൌ ૛ࡸ࢔ ࢾࡾ
 
 
Como los resultados obtenidos con el termómetro de precisión fueron relativamente aceptables 
se propone la creación de un instrumento de medición directa de coeficientes locales de 
transferencia de calor, utilizando según las restricciones del modelo,  que fundamente su 
funcionamiento por ejemplo en la localización del bulbo del termómetro sobre una gran 
superficie que se encuentre en contacto con un fluido. Dicho sistema de medición debe tomar 
como entrada la evolución temporal de la temperatura, la que puede ser detectada y codificada 
por software que digitalice  cambios en los pixeles de las imágenes; estos valores traducidos a 
números son tratados también por otro software (como por ejemplo MATLAB) a través de la 
derivación e integración numérica, y de acuerdo a los parámetros del mismo sistema, debe 
generar como salida el coeficiente de transferencia de calor. Es un primer estudio para más 
adelante utilizar un termómetro de precisión como medidor local de coeficiente de transferencia 
de calor dentro de un fluido que transfiera calor. 
 
Por lo anterior, es factible realizar a mediano plazo un diseño básico y en detalle de dicho 
artefacto. De hecho se tiene proyectado construir una unidad de medición experimental de 
coeficientes de transferencia de calor que contenga los anteriores elementos y que sirva como 
apoyo didáctico para el aprendizaje de la Transferencia de Calor a nivel universitario.  
  
El procedimiento experimental descrito en el cuarto capítulo de este documento, además de las 
recomendaciones efectuadas, sirve como base y guía para abordar distintas prácticas 
relacionadas con fenómenos de transporte (calor, cantidad de movimiento y masa). Gracias a 
la experiencia recogida en este trabajo se propone y estructura una primera versión de Práctica 
de Laboratorio de Fenómenos de Transporte para la determinación de los coeficientes de 
transferencia de calor por convección libre en aire, la cual se encuentra en el Capítulo 6 de este 
trabajo. Así una aplicación inmediata es el diseño de una práctica académica de fenómenos de 
transporte, específicamente en transferencia de calor: esta práctica servirá para ilustrar los 
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rasgos típicos de la transferencia de calor por convección, tanto cualitativa como 
cuantitativamente, como observarse en los ensayos experimentales 1 a 5;  además permite 
realizar una práctica de flujo de calor en flujo transitorio para determinar el número de Biot y el 
número de Nusselt. 
Para seguir validando el modelo se propone realizar otros experimentos conservando la misma 
estructura básica pero adicionando ciertas variaciones: si se usan además como fluidos agua y 
aceite se barre un amplio intervalo de números de Prandtl; si se usan termómetros con otras 
dimensiones de bulbo y rangos distintos se amplía la gama de números de Grashof trabajados; 
si se usan además otras situaciones, distintas a la convección libre, como la forzada cruzada o 
tangencial al bulbo, u orientaciones inclinadas del termómetro, o sumersión de éste en un fluido 
liquido con agitación o también situándolo a cierta distancia de una fuente calefactora, etc. se 
podrían obtener entonces correlaciones más generales de números de Nusselt respecto a 
Rayleigh en convección libre o respecto a Reynolds y Prandtl en forzada.   
 
Buscando un refinamiento de la parte experimental se requiere elaborar montajes propios para 
la medición específica (que a futuro van a servir para el diseño del instrumento de medición) del 
coeficiente de transferencia de calor, que estén apoyados por otros equipos como 
interferómetros así como termopares, que conecten en línea la información medida a sistemas 
computarizados como proponen algunos autores [POPIEL]. De la misma manera la necesidad 
de trabajar en un recinto más controlado, usando cámaras o campanas, para evitar 
interferencias o la incidencia de otras fuentes de turbulencia que pueden alterar el tipo y 
régimen de la convección.  
 
Es posible que, la relativamente alta desviación de los resultados experimentales obtenidos 
cuando se orienta el termómetro verticalmente, se deba a una reducción muy notable de la 
turbulencia natural producida por la interferencia del vaso alrededor del bulbo, debe haber una 
relación entre las dimensiones del elemento (bulbo) con respecto al confinamiento (vaso); tal 
vez lo mas recomendado sea colocar un recipiente de mucho mayor diámetro o hacer el 
experimento dentro de una cámara o campana. 
 
Para el estudio de ciertos fenómenos de transporte, como la Transferencia de Masa y de 
Cantidad de Movimiento asociadas a la de Transferencia de Calor se sugiere introducir ciertas 
modificaciones y/o enfoques al experimento realizado.  
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En la determinación de coeficientes de transferencia de masa: se calienta el bulbo en un medio 
fluido para luego extraerlo y dejarlo enfriar “húmedo” en el ambiente, situación en la que 
también se miden los perfiles temporales de temperatura; luego se realiza una comparación 
con los perfiles obtenidos de un enfriamiento “seco”, pero con el resto de condiciones iguales.  
 
En la determinación de perfiles de velocidad: se asocia la solución desacoplada del modelo de 
flujo transitorio para el termómetro vertical [3-11], con la ecuación de cantidad de movimiento, 
que junto con el perfil de temperaturas encontrado a través de la determinación experimental 
del coeficiente, permite encontrar el parámetro, , [3-14] (véase Capitulo 3) que a su vez 
conecta con la solución para el perfil de velocidades; en este aspecto es interesante observar 
que los modelos obtenidos para los perfiles de evolución de la temperatura, tanto del fluido 
termométrico como del fluido alrededor del bulbo, se encuentran perfectamente articulados y 
concatenados, claro que intermediados por la resistencia térmica conductiva de la pared, que 
de acuerdo a la condición puede o no despreciarse. De la misma manera las expresiones 
teóricas halladas en el Capitulo 3 desde [3-15] hasta [3-22] se pueden asociar con los 
resultados experimentales para encontrar el cambio temporal del espesor de la capa límite, ya 
que dicho parámetro resultó siendo la incógnita que impidió llegar por estos modelos al valor 
del número de Nusselt. 
 
Si los valores de los coeficientes obtenidos con las mediciones experimentales del estado 
transitorio no se corrigen por la inclusión de la resistencia conductiva de pared, se obtendrán 
coeficientes globales vidrio-aire; el proceso de corrección mediante la expresión obtenida por el 
balance en el circuito térmico, permite disminuir el error en aproximadamente un 1% y obtener 
coeficientes individuales de fluido (aire) que excluyen por tanto la fase sólida (vidrio); en un  
inicio se consideró erróneamente que la pared de vidrio del bulbo no era tan gruesa con 
respecto al diámetro del mismo bulbo, pero la medición de su espesor con el estereoscopio lo 
desmintió, sin embargo, al tener dicha pared un número de Biot menor de 0.1 se puede asumir 
como un sistema de resistencia interna despreciable. Este valor de la pared tiene una mayor 
influencia en el cálculo de la masa del fluido termométrico dentro del bulbo que es usada para 
la determinación experimental de los coeficientes. 
 
Para la confrontación-validación del método experimental y la compresión del fenómeno, se 
hace necesario disponer de modelos teóricos de mayor complejidad, que se pueden construir a 
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través del uso de otros métodos de solución del sistema de ecuaciones de conservación; para 
la convección libre en cilindros verticales usar el menor número de restricciones posibles en el 
método diferencial en la búsqueda de una solución exacta por métodos numéricos con 
diferencias y/o elementos finitos; mientras que para los horizontales la deducción del 
coeficiente a través del método aproximado integral (usando la técnica de perturbación) y por 
soluciones no similares; también la posibilidad de usar la función corriente en el método 
diferencial que permite transformar el sistema de ecuaciones diferenciales parciales en un 
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineal que puede resolverse por ejemplo con 
Simulink de MATLAB; quedó entonces pendiente la resolución numérica del sistema de 
ecuaciones de conservación para lograr una solución exacta aunque no analítica. 
  
La pertinencia de la convección libre alrededor de un cilindro circular es indiscutible, ya que el 
papel de las cantidades físicas que describen este fenómeno es relevante en muchas 
aplicaciones actuales y futuras de la ingeniería, como por ejemplo: las pérdidas de calor en 
tuberías verticales, la carga de calor  requerida para el enfriamiento o calentamiento de 
elementos cilíndricos, en los que se puede contar los conductores en dispositivos electrónicos y 
la barras de fisión de reactores nucleares. No en vano, se encuentra que muchas de las 
investigaciones asociadas a este tema han sido promovidas y desarrolladas por la NASA, en su 
versión anterior NACA de los años 50’s. 
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APENDICE A 
 
DEDUCCIÓN DEL NÚMERO DE NUSSELT PROMEDIO 
PARA CONVECCIÓN NATURAL ALREDEDOR DE UN CILINDRO VERTICAL 
 
 
I. PRINCIPIO DE SEMEJANZA 
La resolución de tal sistema acoplado de manera analítica es muy difícil por su no linealidad. 
Dado un cilindro vertical de altura, ܮ, y diámetro, ܦ. Se introducen las siguientes variables adimensionales: 
ߠ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
ߠ ൌ ܶ െ ∞ܶ
௪ܶ െ ∞ܶ 
ߞ: ݀݅ݏݐܽ݊ܿ݅ܽ ݒ݁ݎݐ݈݅ܿܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
ߞ ൌ ݖܮ 
߮: ݀݅ݏݐܽ݊ܿ݅ܽ ݎ݈ܽ݀݅ܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
ߟ ൌ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߥߙܮ ቉
ଵ ସൗ
ݎ 
߶௭: ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݒ݁ݎݐ݈݅ܿܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
߶௭ ൌ ൤ ߥ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߙܮ൨
ଵ ସൗ ݒ௭ 
߶௭: ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݎ݈ܽ݀݅ܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
߶௥ ൌ ൤ ߥܮ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߙଷ൨
ଵ ସൗ ݒ௥ 
ࡼ࢘ ൌ ࡸ
૜ࢍࢼሺࢀ࢝ െ ࢀ∞ሻ
ࣇ૛  
Ecuaciones y Condiciones Límite Adimensionales 
Adimensionalizando ahora las ecuaciones de  conservación: 
߲
߲ߟ ሺߟ߶௥ሻ ൅
߲߶௭
߲ߞ ൌ 0 
1
ܲݎ ൬߶௥
߲߶௭
߲ߟ ൅ ߶௭
߲߶௭
߲ߞ ൰ ൌ
1
ߟ
߲
߲ߟ ൬ߟ
߲߶௭
߲ߟ ൰ ൅ ߠ 
߶௥ ߲ߠ߲ߟ ൅ ߶௭
߲ߠ
߲ߞ ൌ
1
ߟ
߲
߲ߟ ൬ߟ
߲ߠ
߲ߟ൰ 
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Las condiciones limite de contorno o frontera adimensionales de estas ecuaciones son: 
 En la pared: 
Para  
 ߟ ൌ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߥߙܮ ቉
ଵ ସൗ
ܴ ൌ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߥߙܮ ቉
ଵ ସൗ ܮ
ܮ ܴ ൌ ቈ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷ
ߥߙ ቉
ଵ ସൗ ܴ
ܮ ൌ ܴܽ௅
ଵ ସ⁄ ܴ
ܮ  
 ߟ ൌ ܴܽ௅ଵ ସ⁄
ܴ
ܮ ൌ ܲݎ
ଵ ସ⁄ ܩݎଵ ସ⁄ ܴܮ  
para todo    0 ൏ ߞ ൏ 1 
se tiene 
ߠ ൌ 1 
߶௥ ൌ 0 
߶௭ ൌ 0 
  
 En el seno del fluido: 
En ߟ ՜ ∞   
para todo    0 ൏ ߞ ൏ 1 
se tiene 
ߠ ൌ 1 
߶௭ ൌ 0 
߲ݒ௭
߲ߟ ൌ 0 
Solución 
El propósito principal al resolver las ecuaciones es obtener el flujo de calor transferido y para ello se requiere el coeficiente de transferencia de 
calor a través del Número de Nusselt medio, ࡺ࢛. 
ሶܳ ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ ൌ ሶܳ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ 
െ݇ܣ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ 
െ݇ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ݄ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ 
en forma adimensional, dado que 
߲ܶ
߲ݎ ൌ  
௪ܶ െ ∞ܶ
ܮ ܴܽ௅ିଵ ସ⁄
 ߲ߠ߲ߟ 
190 
 
de donde:  
߲ܶ
߲ݎฬோ ൌ  
௪ܶ െ ∞ܶ
ܮ ܴܽ௅ିଵ ସ⁄
 ߲ߠ߲ߟฬோ௔భ ర⁄ ோ௅
 
se tiene 
െ݇ ௪ܶ െ ∞ܶܮ ܴܽ௅ିଵ ସ⁄
 ߲ߠ߲ߟฬோ௔భ ర⁄ ோ௅
ൌ ݄ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ 
െ ݇ܮ ܴܽ௅
ଵ ସ⁄ ߲ߠ
߲ߟฬோ௔భ ర⁄ ோ௅
 ൌ ݄ 
ܰݑ௅ ൌ ݄ܮ݇ ൌ െ
݇
ܮ ܴܽ௅
ଵ ସ⁄ ߲ߠ
߲ߟฬோ௔భ ర⁄ ோ௅
 · ܮ݇ ൌ െ ܴܽ௅
ଵ ସ⁄ ߲ߠ
߲ߟฬோ௔భ ర⁄ ோ௅
  
Se observa que en el sistema de ecuaciones de conservación, en la ecuación de cantidad de movimiento aparece el parámetro adimensional, 
número de Prandtl, ࡼ࢘,  y en  las  condiciones  limite aparece el número de Rayleigh, ࡾࢇ, pero  como  se  tiene que ࡾࢇ ൌ ࡳ࢘ࡼ࢘,  y  lo que  se 
requiere contiene el número de Rayleigh, ࡾࢇ, por ende es correcto establecer que: 
ࡺ࢛ࡸ ൌ ࢌሺࡾࢇࡸሻ ൌ ࢌሺࡳ࢘ࡸ, ࡼ࢘ሻ 
 
II. ANÁLISIS DE ESCALA  
Para  el  análisis  de  escala  se  requiere  que  todas  la  variables  adimensionales  queden  parametrizadas,  lo  que  se  logra  eligiendo  valores 
característicos que garanticen que todas estas variables tengan un orden de magnitud de la unidad o menor. Este análisis indicara que términos 
de las ecuaciones diferenciales no son indispensables, además que también indica algo sobre la estructura y forma de la solución.  
Se definen entonces las variables adimensionales: 
ݖכ ൌ ݖܮ ;     ݎ
כ ൌ ݎ∆ ;     ݒ௭
כ ൌ ݒ௭ܷ ;    ݒ௥
כ ൌ ݒ௥ሺ∆ ܮ⁄ ሻܷ ;     ܶ
כ ൌ  ܶ െ ∞ܶ
௪ܶ െ ∞ܶ 
Observe que la escala de ݒ௥ surge de la ecuación de continuidad: 
1
ݎ
߲
߲ݎ ሺݎݒ௥ሻ ൅
߲ݒ௭
߲ݖ ൌ 0 ՜ ݒ௥ ൌ െ
1
ݎ න ݎ
߲ݒ௭
߲ݖ ݀ݎ
௥
ோ
 
ܷ es la velocidad de escala y su magnitud apropiada se determina a partir de las ecuaciones. Se usa el espesor de la capa limite térmica, ∆, en la 
escala de ݎ y en  todas  las ecuaciones, en  lugar de usar el espesor de  la capa  limite hidrodinámica, ߜ, para  las ecuaciones de continuidad y 
cantidad de movimiento. Para ܲݎ ا 1, ߜ y ∆ tienen de hecho una magnitud similar, puesto que la fuerza de empuje produce un flujo en la capa 
límite térmica, si bien la velocidad máxima ocurre cerca de la pared. Para ܲݎ ب 1, ∆ es mucho menor que ߜ, ya que las fuerzas viscosas ejercen 
una fuerza de arrastre sobre el fluido que se encuentra fuera de la capa límite térmica, aunque es la fuerza de empuje la que impulsa al flujo, y 
la velocidad máxima, ܷ, debe ocurrir para un valor de ݎ ൏ ∆. Usando ∆ en las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento se garantiza 
que ߲ݒ௭כ ߲ݎכ⁄ , y ߲ݒ௥כ ߲ݎכ⁄  sean del orden de la unidad.  
De acuerdo a la definición de las variables, se tiene que: 
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ݖ ൌ ܮݖכ;     ݎ ൌ ∆ݎכ ;      ݒ௭ ൌ ܷݒ௭כ;      ݒ௥ ൌ ൬∆ܮ൰ ܷݒ௥
כ;    ܶ െ ∞ܶ ൌ ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܶכ   
߲ݖ ൌ ܮ߲ݖכ;      ߲ݎ ൌ ∆߲ݎכ;       ߲ݒ௭ ൌ ܷ߲ݒ௭כ;      ߲ݒ௥ ൌ ൬∆ܮ൰ ܷ߲ݒ௥
כ;         ߲ܶ ൌ ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ߲ܶכ 
Las ecuaciones de cantidad de movimiento y de energía a escala quedan: 
Ecuación de Cantidad de Movimiento: 
ݒ௥ ߲ݒ௭߲ݎ ൅ ݒ௭
߲ݒ௭
߲ݖ ൌ
ߥ
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൰ ൅ ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻ 
Entonces: 
Se sustituyen estas equivalencias: 
൬∆ܮ൰ ܷݒ௥
כ ܷ߲ݒ௭כ
∆߲ݎכ ൅ ܷݒ௭
כ ܷ߲ݒ௭כ
ܮ߲ݖכ ൌ
ߥ
∆ݎכ
߲
∆߲ݎכ ൬∆ݎ
כ ܷ߲ݒ௭כ
∆߲ݎכ ൰ ൅ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܶ
כ   
ࢁ૛
ࡸ ൬࢜࢘
כ ࢁࣔ࢜ࢠכ
∆ࣔ࢘כ ൅ ࢜ࢠ
כ ࣔ࢜ࢠכ
ࣔࢠכ ൰ ൌ
ࣇࢁ
∆૛
ࣔ
࢘כࣔ࢘כ ൬࢘
כ ࣔ࢜ࢠכ
ࣔ࢘כ൰ ൅ ࢍࢼሺࢀ࢝ െ ࢀ∞ሻࢀ
כ   
Ecuación de Energía: 
ݒ௥ ߲߲ܶݎ ൅ ݒ௭
߲ܶ
߲ݖ ൌ
ߙ
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ܶ
߲ݎ൰ 
De la misma manera 
൬∆ܮ൰ ܷݒ௥
כ ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ߲ܶכ
∆߲ݎכ ൅ ܷݒ௭
כ ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ߲ܶכ
ܮ߲ݖכ ൌ
ߙ
∆ݎכ
߲
∆߲ݎכ ቆ∆ݎ
כ ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ߲ܶכ
∆߲ݎכ ቇ 
ࢁሺࢀ࢝ െ ࢀ∞ሻ
ࡸ ൬࢜࢘
כ ࣔࢀכ
ࣔ࢘כ ൅ ࢜ࢠ
כ ࣔࢀכ
ࣔࢠכ൰ ൌ
ࢻሺࢀ࢝ െ ࢀ∞ሻ
∆૛
ࣔ
࢘כࣔ࢘כ ൬࢘
כ ࣔࢀכ
ࣔ࢘כ൰ 
 
Número Prandtl Grande,  ࡼ࢘ ب ૚ 
Este caso es el  límite cuando Prandtl es grande; para estos fluidos, ∆ا ߜ;  la transferencia de calor está controlada por el  interior de  la capa 
límite, donde las fuerzas de inercia (aceleración) son despreciables y por tanto las fuerzas de empuje son equilibradas por las fuerzas viscosas. 
Por tanto en la ecuación adimensional de cantidad de movimiento se tiene: 
ߥܷ
∆ଶ ~ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ 
de donde: 
ܷ
∆ଶ ~ 
݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ
ߥ  
Y por la ecuación de energía: 
ܷሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ
ܮ ~
ߙሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ
∆ଶ  
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de donde: 
ܷ∆ଶ~ߙܮ 
Resolviendo las ecuaciones  
ࢁ
∆૛ ~ 
ࢍࢼሺࢀ࢝ െ ࢀ∞ሻ
ࣇ  
ࢁ∆૛~ࢻࡸ 
con variables ࢁ y ∆. 
Multiplicando las ecuaciones: 
ܷ
∆ଶ · ܷ∆
ଶ~ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߥ · ߙܮ 
ܷଶ~ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߙܮߥ  
ܷ~ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮߥ ߙ⁄ ቉
ଵ ଶ⁄
 
Reemplazando este valor de ࢁ en la segunda ecuación (energía): 
ܷ∆ଶ~ߙܮ 
∆ଶ~ ߙܮܷ  
∆ଶ~ ߙܮ
൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮߥ ߙ⁄ ൨
ଵ ଶ⁄  
∆ଶ~ ܮ
൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮߥ ߙ ·⁄ ߙଶ ൨
ଵ ଶ⁄ ·
ܮ
ܮ 
∆ଶ~ ܮ
ଶ
൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮ · ܮଶߥߙ ൨
ଵ ଶ⁄  
∆ଶ
ܮଶ ~
1
൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷߥߙ ൨
ଵ ଶ⁄  
∆
ܮ ~
1
൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷߥߙ ൨
ଵ ସ⁄  
donde el grupo adimensional  
݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷ
ߥߙ  
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es el número de Rayleigh, ࡾࢇࡸ, por tanto: 
∆
ࡸ ~
૚
ࡾࢇࡸ૚ ૝⁄
 
Número Prandtl Pequeño,  ࡼ࢘ ا ૚ 
Este caso es el límite cuando Prandtl es pequeño; la alta difusividad térmica de  estos fluidos, hace que ∆ا ߜ y por tanto la transferencia de 
calor está controlada por el exterior de  la capa  límite, donde  las  fuerzas viscosas son muy pequeñas y por  tanto  las  fuerzas de empuje  son 
equilibradas por las fuerzas inerciales. 
Así de la ecuación de cantidad de movimiento: 
ܷଶ
ܮ ~݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ   
de donde:  
ܷ~ሾ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮሿଵ ଶ⁄    
Que al sustituir en la de energía: 
ܷ∆ଶ~ߙܮ 
se obtiene: 
∆ଶ~ ߙܮܷ  
∆ଶ~ ߙܮሾ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮሿଵ ଶ⁄ ·
ܮ
ܮ 
∆ଶ
ܮଶ ~ ቈ
ߙଶ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷ቉
ଵ ଶ⁄
 
∆
ܮ ~
1
൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷߙଶ ൨
ଵ ସ⁄  
donde el grupo adimensional  
݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷ
ߙଶ  
es el número de Boussinesq, ࡮࢕ࡸ, por tanto: 
∆
ࡸ ~
૚
࡮࢕ࡸ૚ ૝⁄
 
Número de Prandt Unitario ࡼ࢘ ՜ ૚. 
En este caso el Número de Prantl tiende a uno, o tiene orden de la unidad. Para fluidos en los que ∆؄ ߜ, tanto la fuerza inercial como viscosa 
tienen una magnitud comparable respecto a la fuerza de empuje, la que está impulsando el flujo en todo momento.  
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De la ecuación de cantidad de movimiento, 
ܷଶ
ܮ ~
ߥܷ
∆ଶ ~݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ   
que se puede desglosar en las dos ecuaciones: 
ܷଶ
ܮ ~
ߥܷ
∆ଶ  
ߥܷ
∆ଶ ~݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ 
Despejando de ܷ de: 
ܷଶ
ܮ ~
ߥܷ
∆ଶ  
se obtiene: 
ܷ~ ߥܮ∆ଶ 
y reemplazando en  
ߥܷ
∆ଶ ~݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ   
se llega a: 
ߥ
∆ଶ ·
ߥܮ
∆ଶ ~݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ   
ߥଶܮ
∆ସ ~݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ   
ܮ
∆ସ · ܮ
ଷ~ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߥଶ · ܮ
ଷ   
ܮସ
∆ସ ~
݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷ
ߥଶ  
Despejando ∆௅: 
∆ସ
ܮସ ~
ߥଶ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷ 
∆
ܮ ~
1
൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷߥଶ ൨
ଵ ସ⁄  
donde el grupo adimensional  
݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻܮଷ
ߥଶ  
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es el número de Grashof, ࡳ࢘ࡸ, por tanto: 
∆
ࡸ ~
૚
ࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄
 
Resultado 
La magnitud del número de Prandtl determina si la convección libre se caracteriza por el número de Rayleigh, el de Boussinesq o el de Grashof. 
Teniendo en cuenta que: 
ܴܽ ൌ ܩݎܲݎ   ݕ    ܤ݋ ൌ ܴܽܲݎ ൌ ܩݎܲݎଶ 
para el caso en que ܲݎ ՜ 1, los tres grupos adimensionales son equivalentes. 
Determinando el Número de Nusselt 
De acuerdo al balance en la frontera: 
ሶܳ ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ ൌ ሶܳ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ 
െ݇ܣ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ 
െ݇ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ݄ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ 
en forma adimensional, dado que 
߲ܶ
߲ݎ ൌ   
ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ
∆  
߲ܶכ
߲ݎכ  
se tiene 
െ݇ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ∆  
߲ܶכ
߲ݎכ ฬோכ ൌ ݄ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ 
݇
∆ 
߲ܶכ
߲ݎכ ฬோכ ൌ ݄ 
de esta manera, 
݄~ ݇∆  
Como se define el número de Nusselt: 
ܰݑ௅ ൌ ݄ܮ݇  
Entonces  
ܰݑ௅ ൌ ݄ܮ݇ ~
݇
∆ ·
ܮ
݇ 
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ܰݑ௅~ ܮ∆ 
Se obtuvieron los valores de ∆ ܮ⁄  para los tres casos de Prandtl, y por esto: 
ࡺ࢛ࡸ~ ൞
࡮࢕ࡸ૚ ૝⁄ ൌ ࡾࢇࡸ૚ ૝⁄ ࡼ࢘૚ ૝⁄ ൌ ࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄ ࡼ࢘૚ ૛⁄
ࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄  
ࡾࢇࡸ૚ ૝⁄ ൌ ࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄ ࡼ࢘૚ ૝⁄
        
 ࡼ࢘ ا ૚
ࡼ࢘ ؄ ૚
ࡼ࢘ ب ૚
 
o de otra manera: 
ࡺ࢛ࡸ~ࡳ࢘ࡸ૚ ૝⁄ ࡼ࢘࢔ ൌ ࢉࡳ࢘૚ ૝⁄ ࡼ࢘࢔ 
Donde  la constante ࢉ se encuentra experimental o teóricamente, mientras que el exponente predicho teóricamente por el análisis de escala 
asume los siguientes valores: 
Exponente ࡼ࢘ ا ૚ ࡼ࢘ ؄ ૚ ࡼ࢘ ب ૚ 
࢔ 1 2⁄  0 1 4⁄  
 
Para el caso del aire como fluido de trabajo ܲݎ ൎ 0.72 ՜ 1, el análisis lleva a: 
 ࡺ࢛~ࡳ࢘૚ ૝⁄  
Estas  expresiones  sirven para  correlacionar datos  experimentales. Tanto el  análisis dimensional por  el  teorema Pi de Buckingham  como el 
principio de semejanza solo lleva al resultado ܰݑ ൌ ݂ሺܩݎ, ܲݎሻ, mientras que el análisis de escala nos permite obtener la forma de esta función.  
 
III. RESOLUCIÓN POR TEORÍA DE LA CAPA LÍMITE 
 
 Sistema adimensional 
Se suponen perfiles semejantes de velocidad y de temperatura 
ݒ௭
ܷ ൌ ߶ሺߟሻ      ݀݋݊݀݁            ߟ ൌ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ  
ܶ െ ஶܶ
௪ܶ െ ஶܶ ൌ ߠሺߟ்ሻ     ݀݋݊݀݁       ߟ் ൌ
ݎ െ ܴ
ߜ்ሺݖሻ 
Si las dos capas límites se relacionan: 
ߜ் ൌ Δߜ 
donde  
Δ ൌ ߜ்ߜ ൌ ܿݐ݁ 
De la ecuación de continuidad: 
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ݒ௥ ൌ െ 1ݎ න ݎ
߲ݒ௭
߲ݖ ݀ݎ
௥
ோ
 
Reemplazando en la ecuación de movimiento junto con los perfiles: 
ܷ න ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱߟ݀ߟ · ߜ ݀ߜ݀ݖ െ  ܷሺߟߜ ൅ ܴሻ
ఎ
଴
߶߶ᇱߟߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ ߥሾߜ߶
ᇱ ൅ ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱᇱሿ 
Integrando dentro de la capa limite, respecto a ߟ,  0 ൑ ߟ ൑ 1 
ቊන ቈන ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱߟ݀ߟ
ఎ
଴
቉
ଵ
଴
݀ߟ െ  න ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶߶ᇱߟ݀ߟ
ଵ
଴
ቋ ߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߥ
ܷ න ሾߜ߶
ᇱ ൅ ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱᇱሿ
ଵ
଴
݀ߟ 
Definiendo: 
ܣ ൌ න ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶߶ᇱߟ݀ߟ
ଵ
଴
 
ܤ ൌ න ቈන ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱߟ݀ߟ
ఎ
଴
቉
ଵ
଴
݀ߟ 
ܥ ൌ න ሾߜ߶ᇱ ൅ ሺߟߜ ൅ ܴሻ߶ᇱᇱሿ
ଵ
଴
݀ߟ 
La ecuación de movimiento queda: 
ሺܤ െ  ܣሻߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߥ
ܷ ܥ 
Análogamente en la ecuación de energía, 
De la ecuación de continuidad se tenía que 
ݒ௥ ൌ െ 1ݎ න ݎ
߲ݒ௭
߲ݖ ݀ݎ
௥
ோ
 
Introduciendo esto en la ecuación de energía junto a los perfiles queda: 
ܷ ቈන ߶ᇱ
ఎ
଴
 ሺߟߜ ൅ ܴሻߟߜᇱ݀ߟ቉ ߠᇱ 1ߜ் െ ܷ߶ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߟ்
ߜᇱ்
ߜ் ൌ ߙ
1
ߜଶ் ሾߜ்ߠ
ᇱ ൅ ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߠᇱᇱሿ 
Ahora si 
ߟ ൌ ߟ்Δ 
Se tiene que: 
ቊΔ ቈන ߶ᇱ
ఎ೅୼
଴
 ሺߟߜ ൅ ܴሻߟ݀ߟ቉ ߠᇱ െ Δଶ߶ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߟ்ቋ ߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߙ
ܷ ሾߜ்ߠ
ᇱ ൅ ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߠᇱᇱሿ 
Integrando dentro de la capa limite 0 ൑ ߟ் ൑ 1: 
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ቊΔ න ቈන ߶ᇱ
ఎ೅୼
଴
 ሺߟߜ ൅ ܴሻߟ݀ߟ቉ ߠᇱ݀ߟ்
ଵ
଴
െ Δଶ න ߶ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߟ்݀ߟ்
ଵ
଴
ቋ ߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߙ
ܷ න ሾߜ்ߠ
ᇱ ൅ ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߠᇱᇱሿ݀ߟ்
ଵ
଴
 
Definiendo: 
ܦ ൌ Δଶ න ߶ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߟ்݀ߟ்
ଵ
଴
 
ܧ ൌ Δ න ቈන ߶ᇱ
ఎ೅୼
଴
 ሺߟߜ ൅ ܴሻߟ݀ߟ቉ ߠᇱ݀ߟ்
ଵ
଴
 
ܨ ൌ න ሾߜ்ߠᇱ ൅ ሺߟ்ߜ் ൅ ܴሻߠᇱᇱሿ݀ߟ்
ଵ
଴
 
Así la ecuación de energía queda como: 
ሺE െ Dሻߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߙ
ܷ ܨ 
Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias considerando un perfil de capa límite: 
ሺܤ െ  ܣሻߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߥ
ܷ ܥ 
ሺE െ Dሻߜ ݀ߜ݀ݖ ൌ
ߙ
ܷ ܨ 
Combinando estas ecuaciones al dividirlas entre sí: 
ܤ െ ܣ
ܧ െ ܦ ൌ ܲݎ
ܥ
ܨ 
Una vez que se conoce  Δ, se puede encontrar ߜ்ሺݖሻ a partir de las ecuaciones anteriores y así saber el perfil de temperatura.  
 
 
IV. MÉTODO INTEGRAL  
 
Planteamiento del modelo 
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Ecuación de cantidad de movimiento  
Aplicando la Segunda Ley de Newton: 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௡௘௧௢
ൌ ෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
 
Desarrollando lo correspondiente al cambio o flux de cantidad e movimiento: 
 
݀݌Ԧ
݀ݐ ൌ
݀
݀ݐ ሺ݉ݒԦሻ ൌ
݀݉
݀ݐ ݒԦ ൌ ሶ݉  ݒ 
 
Y  por continuidad  ሶ݉ ൌ ߩݒܣ, 
 
Así: 
݀݌Ԧ
݀ݐ ൌ ߩݒܣݒ ൌ ߩݒ
ଶܣ 
Se encuentra la cantidad de movimiento que entra y que sale del elemento diferencial: 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௦௔௟௘
ൌ ݀݌Ԧ݀ݐ ቤ௭ା∆௭
ൌ න ߩ
஺మ
஺భ
ݒ௭ଶ݀ܣቤ
௭ା∆௭
 
  Si 
ܣ ൌ ߨሺݎଶ െ ܴଶሻ 
       Y derivando respecto a r: 
݀ܣ
݀ݎ ൌ 2ߨݎ 
݀ܣ ൌ 2ߨݎ݀ݎ 
ܣଵ ՜ ܴ   ר     ܣଶ ՜ ܴ ൅ ߜ   
Donde ߜ es el espesor de la capa limite, y ܴ es el radio del cilindro. 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௦௔௟௘
ൌ ݀݌Ԧ݀ݐ ቤ௭ା∆௭
ൌ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶሺ2ߨݎ݀ݎሻቤ
௭ା∆௭
ൌ 2ߨ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎቤ
௭ା∆௭
 
De la misma manera el flux de cantidad de movimiento que entra 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௘௡௧௥௔
ൌ ݀݌Ԧ݀ݐ ቤ௭
ൌ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶሺ2ߨݎ݀ݎሻቤ
௭
ൌ 2ߨ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎቤ
௭
 
o en términos generales: 
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݀݌Ԧ
݀ݐ ൌ 2ߨ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎ 
Luego el flux de cantidad de movimiento neto sobre el elemento diferencial será: 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௡௘௧௢
ൌ ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௦௔௟௘
െ ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௘௡௧௥௔
 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௡௘௧௢
ൌ ݀݌Ԧ݀ݐ ቤ௭ା∆௭
െ ݀݌Ԧ݀ݐ ቤ௭
 
donde   
݀݌Ԧ
݀ݐ ൌ 2ߨ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎ 
Ahora identificando todas las fuerzas externas que actúan sobre el volumen de control elemental en dirección z para encontrar la fuerza neta: 
Fuerza Viscosa en la Pared:     
ܨԦ௩௜௦ ൌ ߬௥௭ܣ௅|௥ୀோ ൌ െߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ ሺ2ߨܴ∆ݖሻ ൌ െ2ߨܴ∆ݖߤ
߲ݒ௭
߲ݎ ฬோ 
Donde ܣ௅ es el área lateral del cilindro. 
Fuerza de Flotación: 
ܨԦ௙௟௢௧ ൌ ܤ 
ൌ න ߩ∞ܸ݃݀
௏మ
௏భ
 
Peso: 
ሬܹሬሬԦ ൌ െ න ߩܸ݃݀
௏మ
௏భ
 
Calculo de la fuerza neta: 
෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
ൌ ෍ ܨԦ௜,௘௫௧
ଷ
௜ୀଵ
ൌ ෍ ܨԦ௜௭,௘௫௧
ଷ
௜ୀଵ
ൌ ܨԦ௙௟௢௧ ൅ ሬܹሬሬԦ ൅ ܨԦ௩௜௦ 
෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
ൌ න ߩ∞ܸ݃݀
௏మ
௏భ
െ න ߩܸ݃݀
௏మ
௏భ
െ 2ߨܴ∆ݖߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ 
෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
ൌ න ሺߩ∞ െ ߩሻܸ݃݀ െ 2ߨܴ∆ݖߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
௏మ
௏భ
 
dado que: 
ܸ ൌ ܣ∆ݖ 
derivando respecto al área 
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ܸ݀
݀ܣ ൌ ∆ݖ 
ܸ݀ ൌ ∆ݖ݀ܣ 
y aplicando que 
݀ܣ ൌ 2ߨݎ݀ݎ 
queda: 
ܸ݀ ൌ ∆ݖሺ2ߨݎ݀ݎሻ 
ܸ݀ ൌ 2ߨ∆ݖݎ݀ݎ 
Además: 
ଵܸ ՜ ܴ   ר     ଶܸ ՜ ܴ ൅ ߜ   
sustituyendo en la ecuación de fuerza neta 
෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
ൌ න ሺߩ∞ െ ߩሻ݃ሺ2ߨ∆ݖݎ݀ݎሻ െ 2ߨܴ∆ݖߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
ൌ 2ߨ∆ݖ න ݃ሺߩ∞ െ ߩሻݎ݀ݎ െ 2ߨܴ∆ݖߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
ൌ 2ߨ∆ݖ ቈන ݃ሺߩ∞ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
቉ 
 
Ahora ya conocidos cada uno de los términos, se aplica la segunda Ley de Newton: 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௡௘௧௢
ൌ ෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
 
ቆ݀݌Ԧ݀ݐ ቇ௡௘௧௢
ൌ ݀݌Ԧ݀ݐ ቤ௭ା∆௭
െ ݀݌Ԧ݀ݐ ቤ௭
           ר          ෍ ܨԦ௜,௘௫௧
௡
௜ୀଵ
ൌ 2ߨ∆ݖ ቈන ݃ሺߩ∞ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
቉ 
y queda: 
݀݌Ԧ
݀ݐ ቤ௭ା∆௭
െ ݀݌Ԧ݀ݐ ቤ௭
ൌ 2ߨ∆ݖ ቈන ݃ሺߩ∞ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
቉ 
Dividendo entre ∆ݖ y tomando el límite cuando ∆ݖ ՜ 0: 
݀݌Ԧ
݀ݐ ฬ௭ା∆௭ െ
݀݌Ԧ
݀ݐ ฬ௭
∆ݖ ൌ
2ߨ∆ݖ ൤׬ ݃ሺߩ∞ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ ൨
∆ݖ  
lim௭՜଴
݀݌Ԧ
݀ݐ ฬ௭ା∆௭ െ
݀݌Ԧ
݀ݐ ฬ௭
∆ݖ ൌ lim௭՜଴ ቊ2ߨ ቈන ݃ሺߩ∞ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ
߲ݒ௭
߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
቉ቋ 
Por definición de derivada: 
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݀
݀ݖ ቆ
݀݌Ԧ
݀ݐ ቇ ൌ 2ߨ ቈන ݃ሺߩ∞ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ
߲ݒ௭
߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
቉ 
Recordando que  
݀݌Ԧ
݀ݐ ൌ 2ߨ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎ 
de esta manera se tiene: 
݀
݀ݖ ቆ2ߨ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎቇ ൌ 2ߨ ቈන ݃ሺߩ∞ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
቉ 
݀
݀ݖ න ߩ
ோାఋ
ோ
ݒ௭ଶݎ݀ݎ ൌ න ݃ሺߩ∞ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
Anteriormente se había establecido la aproximación de Bousinesq (con ߩ ൌ ܿݐ݁ en todos los términos excepto en los de la fuerza de empuje), 
dividiendo entre ߩ: 
1
ߩ
݀
݀ݖ න ߩݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ 1ߩ ቈන ݃ሺߩ∞ െ ߩሻݎ݀ݎ െ ܴߤ
߲ݒ௭
߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
቉ 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ න ݃ ሺߩ∞ െ ߩሻߩ ݎ݀ݎ െ ܴ
ߤ
ߩ
߲ݒ௭
߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
donde: 
ߩ∞ െ ߩ
ߩ ൎ ߚሺܶ െ ∞ܶሻ      ר     
ߤ
ߩ ൌ ߭ 
Para finalmente obtener: 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ න ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ െ ܴ߭ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
 
Ecuación de energía  
Aplicando la Primera Ley de Termodinámica al elemento de control elemental: 
ሶܳ ൅ ෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௘௡௧
௠
௜ୀଵ
ൌ ሶܹ ൅ ෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௦௔௟ ൅ ݀݀ݐ ܧ௦௜௦௧
௡
௜ୀଵ
 
Se considera que es flujo es estacionario, se desprecia la conducción en la dirección z, y la conducción en la dirección r es cero por fuera de la 
capa limite. La transferencia de calor se da de la pared al volumen de control elemental por conducción. 
Donde: 
el sistema está en estado estacionario: 
 ݀݀ݐ ܧ௦௜௦௧ ൌ 0 
no hay intercambio de trabajo con los alrededores:  
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ሶܹ ൌ 0 
Existen dos corrientes de salida y una de entrada en las cuales se desprecían los cambios en sus energía potenciales y cinéticas porque el 
elemento es muy pequeño. 
෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௘௡௧
௠
௜ୀଵ
ൌ ෍ hi ሶ݉ ௜,௘௡௧ ൌ
ଵ
௜ୀଵ
h ሶ݉ |௭ 
෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௦௔௟
௡
௜ୀଵ
ൌ ෍ h௜ ሶ݉ ௜,௦௔௟ ൌ
ଶ
௜ୀଵ
h ሶ݉ |௭ାΔ௭ ൅ h ሶ݉ |௥ୀோାఋ೅  
Y  por continuidad  ሶ݉ ൌ ߩݒܣ, 
Para la dirección z se tiene que: 
h ሶ݉ ൌ න hߩݒ௭݀ܣ
஺మ
஺భ
 
݀ܣ ൌ 2ߨݎ݀ݎ 
ܣଵ ՜ ܴ   ר     ܣଶ ՜ ܴ ൅ ߜ்   
Donde ߜ்  es el espesor de la capa límite térmica 
h ሶ݉ ൌ න hߩݒ௭݀ܣ
஺మ
஺భ
ൌ න hߩݒ௭ሺݎ݀ݎሻ
ோାఋ೅
ோ
ൌ 2ߨ න hߩݒ௭
ோାఋ೅
ோ
ݎ݀ݎ 
Para la dirección r se tiene que: 
h ሶ݉ |ோାఋ೅ ൌ hߩݒ௥ܣ௅|ோାఋ೅ ൌ h∞ሾ2ߨሺܴ ൅ ߜ்ሻ∆ݖሿߩݒ௥|ோାఋ೅ ൌ 2ߨሺܴ ൅ ߜ்ሻ∆ݖh∞ߩݒ௥|ோାఋ೅  
Ahora de la ecuación de continuidad en coordenadas cilíndricas: 
1
ݎ
߲
߲ݎ ሺݎݒ௥ሻ ൅
߲ݒ௭
߲ݖ ൌ 0 
Podemos establecer ݒ௥  en función de ݒ௭ al despejar: 
߲
߲ݎ ሺݎݒ௥ሻ ൌ െݎ
߲ݒ௭
߲ݖ  
Separando variables: 
߲ሺݎݒ௥ሻ ൌ െݎ ߲ݒ௭߲ݖ ߲ݎ 
Integrando bajo la condición de frontera:  
ݎ ൌ ܴ ՜ ݒ௥ ൌ 0 
න ݀ሺݎݒ௥ሻ
௥௩ೝ
ோ·଴
ൌ න െݎ ߲ݒ௭߲ݖ ݀ݎ
௥
ோ
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න ݀ሺݎݒ௥ሻ
௥௩ೝ
଴
ൌ െ න ݎ ߲ݒ௭߲ݖ ݀ݎ
௥
ோ
 
ݎݒ௥ ൌ െ න ݎ ߲ݒ௭߲ݖ ݀ݎ
௥
ோ
 
ݒ௥ ൌ െ 1ݎ න ݎ
߲ݒ௭
߲ݖ ݀ݎ
௥
ோ
 
Calculado en  
ݎ ൌ ܴ ൅ ߜ்  
ݒ௥|ோାఋ ൌ െ 1ܴ ൅ ߜ் න ݎ
߲ݒ௭
߲ݖ ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
 
h ሶ݉ |ோାఋ೅ ൌ 2ߨሺܴ ൅ ߜ்ሻ∆ݖh∞ߩݒ௥|ோାఋ ൌ 2ߨሺܴ ൅ ߜ்ሻ∆ݖh∞ߩ ቆെ
1
ܴ ൅ ߜ் න ݎ
߲ݒ௭
߲ݖ ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ቇ 
h ሶ݉ |ோାఋ೅ ൌ െ2ߨ∆ݖ݄∞ߩ න ݎ
߲ݒ௭
߲ݖ ݀ݎ
ோାఋ
ோ
 
intercambiando el orden de integración y diferenciación:   
h ሶ݉ |ோାఋ೅ ൌ െ2ߨ∆ݖ݄∞ߩ
݀
݀ݖ න ݎݒ௭݀ݎ
ோାఋ
ோ
 
El flujo de calor en la pared hacia el fluido se da por conducción en la dirección radial: 
ሶܳ ൌ െ݇ܣ ߲߲ܶݎฬ௥ୀோ ൌ െ݇ሺ2ߨܴ∆ݖሻ
߲ܶ
߲ݎฬ௥ୀோ ൌ െ2ߨܴ݇∆ݖ
߲ܶ
߲ݎฬோ  
Así la primera Ley se puede reescribir como: 
ሶܳ ൌ ෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௦௔௟
௡
௜ୀଵ
െ ෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௘௡௧
௠
௜ୀଵ
 
෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௦௔௟
௡
௜ୀଵ
െ ෍ ൬h ൅ 12 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
௜
ሶ݉ ௜,௘௡௧
௠
௜ୀଵ
ൌ ሶܳ  
Reemplazando se obtiene que: 
h ሶ݉ |௭ାΔ௭ ൅ h ሶ݉ |ோାఋ೅ െ h ሶ݉ |௭ ൌ െ2ߨܴ݇∆ݖ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
dividiendo entre ∆ݖ: 
݄ ሶ݉ |௭ାΔ௭ െ ݄ ሶ݉ |௭ ൅ ݄ ሶ݉ |ோାఋ೅
∆ݖ ൌ െ
2ߨܴ݇∆ݖ
∆ݖ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
Además sabiendo que  
h ሶ݉ |ோାఋ೅ ൌ െ2ߨ∆ݖ݄∞ߩ
݀
݀ݖ න ݒ௭݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
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h ሶ݉ |௭ାΔ௭ െ h ሶ݉ |௭
∆ݖ െ
2ߨ∆ݖh∞ߩ
∆ݖ
݀
݀ݖ න ݎݒ௭݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െ2ߨܴ݇ ߲߲ܶݎฬோ 
y tomando el límite cuando ∆ݖ ՜ 0: 
lim∆௭՜଴ ቆ
h ሶ݉ |௭ାΔ௭ െ h ሶ݉ |௭
∆ݖ െ 2ߨ݄∞ߩ
݀
݀ݖ න ݎݒ௭݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ቇ ൌ lim∆௭՜଴ ൬െ2ߨܴ݇
߲ܶ
߲ݎฬோ൰ 
lim∆௭՜଴ ቆ
h ሶ݉ |௭ାΔ௭ െ h ሶ݉ |௭
∆ݖ ቇ െ 2ߨ݄∞ߩ
݀
݀ݖ න ݎݒ௭݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െ2ߨܴ݇ ߲߲ܶݎฬோ 
Por definición de derivada 
݀
݀ݖ ሺh ሶ݉ ሻ െ 2ߨh∞ߩ
݀
݀ݖ න ݎݒ௭݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െ2ߨܴ݇ ߲߲ܶݎฬோ 
Y recordando que  
݄ ሶ݉ ൌ 2ߨ න ݄ߩݒ௭
ோାఋ೅
ோ
ݎ݀ݎ 
entonces: 
݀
݀ݖ ቆ2ߨ න hߩݒ௭
ோାఋ೅
ோ
ݎ݀ݎቇ െ 2ߨh∞ߩ ݀݀ݖ න ݒ௭ݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െ2ߨܴ݇ ߲߲ܶݎฬோ 
2ߨߩ ݀݀ݖ න hݒ௭
ோାఋ೅
ோ
ݎ݀ݎ െ 2ߨh∞ߩ ݀݀ݖ න ݒ௭ݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െ2݇ߨܴ ߲߲ܶݎฬோ 
dividiendo entre  2ߨߩ: 
 
݀
݀ݖ ቆන hݒ௭
ோାఋ೅
ோ
ݎ݀ݎ െ න h∞ݒ௭ݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ቇ ൌ െ ܴ݇ߩ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
 
݀
݀ݖ න ሺh െ h∞ሻݒ௭ݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െ ܴ݇ߩ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
Se sabe que a partir de: 
൬߲h߲ܶ൰௉ ൌ ܿ௉ 
se llega a: 
݀h ൌ ܿ௉݀ܶ 
Integrando definidamente con la condición: 
ܶ ൌ ∞ܶ ՜ h ൌ h∞ 
h െ h∞ ൌ න ܿ௉݀ܶ
்
∞்
 
como las propiedades se asumen constantes: 
h െ h∞ ൌ ܿ௉ න ݀ܶ
்
∞்
ൌ ܿ௉ሺܶ െ ∞ܶሻ 
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reemplazando este resultado tenemos: 
݀
݀ݖ න ܿ௉ሺܶ െ ∞ܶሻݒ௭ݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െܴ ݇ߩ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
Dividiendo entre ܿ௉ 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െܴ ݇ߩܿ௉
߲ܶ
߲ݎฬோ 
Por definición del coeficiente de difusividad térmica 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െߙܴ ߲߲ܶݎฬோ 
 
Solución del modelo 
Resolución simultánea de ecuaciones: 
Resolviendo el sistema: 
 
Conservación Cantidad de Movimiento: 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ න ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ െ ܴ߭ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
Conservación Energía 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െߙܴ ߲߲ܶݎฬோ 
Las condiciones de frontera para este caso son: 
ݎ ൌ ܴ  ՜   ݒ௭ ൌ 0, ܶ ൌ ௪ܶ 
ݎ ൌ ܴ ൅  ߜ ՜   ݒ௭ ൌ 0 
ݎ ൌ  ܴ ൅ ߜ்  ՜  ܶ ൌ ∞ܶ 
Se establece la relación constante (independiente de z) entre las capas límites hidrodinámica y térmica: 
∆ൌ ߜ்ሺݖሻߜሺݖሻ     ׵     ߜ்ሺݖሻ ൌ ∆ߜሺݖሻ 
 
Si se plantea que  
ݒ௭
ܷ ൌ ߶ሺߟሻ     ݏ݅݁݊݀݋      ߟ ൌ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ  
ܶ െ ∞ܶ
௪ܶ െ ∞ܶ ൌ ߠሺߟ்ሻ    ݏ݅݁݊݀݋   ߟ் ൌ
ݎ െ ܴ
ߜ்ሺݖሻ ൌ
ݎ െ ܴ
∆ߜሺݖሻ 
Donde se tiene que 
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ߜ்ሺݖሻ ൌ ∆ߜሺݖሻ 
Se tiene que para la ecuación de movimiento: 
ݒ௭ ൌ ܷ߶ሺߟሻ   
ݎ ൌ ߜሺݖሻߟ ൅ ܴ 
Derivando esta última: 
݀ݎ ൌ ߜሺݖሻ݀ߟ 
Y para la ecuación de energía: 
ܶ െ ∞ܶ ൌ ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߠሺߟ்ሻ 
ݎ ൌ ∆ߜሺݖሻߟ ൅ ܴ 
Derivando esta última: 
݀ݎ ൌ ∆ߜሺݖሻ݀ߟ 
Se halla para la ecuación de movimiento: 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ න ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ െ ܴ߭ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ න ሾܷ߶ሺߟሻሿ
ଶሾߜሺݖሻߟ ൅ ܴሿ
ଵ
଴
ߜሺݖሻ݀ߟ ൌ ܷଶ ݀݀ݖ ቊߜሺݖሻ න ሾ߶ሺߟሻሿ
ଶሾߜሺݖሻߟ ൅ ܴሿ
ଵ
଴
݀ߟቋ 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ ቊܷ
ଶ ቈߜ න ሺ߶ଶߜߟ ൅ ܴ߶ሻ
ଵ
଴
݀ߟ቉ቋ ൌ ݀݀ݖ ቆܷ
ଶߜଶ න ߶ଶߟ݀ߟ ൅ ܴܷଶߜ න ߶ଶ
ଵ
଴
ଵ
଴
݀ߟቇ 
න ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ ൌ
ோାఋ
ோ
න ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߠሺߟ்ሻሾߜሺݖሻߟ ൅ ܴሿߜሺݖሻ݀ߟ
ଵ
଴
 
න ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ ൌ
ோାఋ
ோ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߜ න ߠሺߜߟ ൅ ܴሻ݀ߟ
ଵ
଴
ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ ቆߜଶ න ߠߟ݀ߟ
ଵ
଴
൅ ܴߜ න ߠ݀ߟ
ଵ
଴
ቇ 
ܴ߭ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ ൌ ܴ߭
߲
ߜ߲ߟ ሾܷ߶ሺߟሻሿฬ଴
ൌ ܴܷ߭ߜ
݀߶
݀ߟ ฬ଴
 
 
Para la ecuación de Energía se tiene: 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െߙܴ ߲߲ܶݎฬோ 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ ݀݀ݖ න ܷ߶ሺߟሻሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߠሺߟ்ሻ
ଵ
଴
ሾ∆ߜሺݖሻߟ ൅ ܴሿ∆ߜሺݖሻ݀ߟ் 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ ݀݀ݖ ቈܷ∆ߜ න ߶ߠ
ଵ
଴
ሺ∆ߜߟ் ൅ ܴሻ݀ߟ்቉ 
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݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ∞ܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ ݀݀ݖ ቆܷߜ
ଶ∆ଶ න ߶ߠߟ்
ଵ
଴
݀ߟ் ൅ܷߜ∆ܴ න ߶ߠ݀ߟ்
ଵ
଴
ቇ 
ߙܴ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ߙܴ
߲
∆ߜ߲ߟ் ሾሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߠሺߟ்ሻ ൅ ∞ܶሿฬோ
ൌ ߙܴሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻߜ∆
݀ߠ
݀ߟ்ฬோ
 
Se proponen las siguientes formas para los perfiles de velocidad y temperatura:  
ݒ௭
ܷ ൌ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ ൤1 െ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ ൨
ଶ
 
ܶ െ ∞ܶ
௪ܶ െ ∞ܶ ൌ ൤1 െ
ݎ െ ܴ
ߜ்ሺݖሻ൨
ଶ
 
Donde ܷ es una velocidad de escala. Estos perfiles están acordes con las condiciones de frontera y además son suaves en el borde de las 
respectivas capas limites, es decir: 
߲ݒ௭
߲ݎ ฬோାఋ ൌ 0 ר 
߲ܶ
߲ݎฬோାఋ೅
ൌ 0 
pero no se cumple que:  
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ቤோ
ൌ 0 
aunque estos perfiles en paredes planas han resultado sorprendentemente buenos [MILLS] 
 
Llevando a las nuevas variables adimensionales estos perfiles son: 
ݒ௭
ܷ ൌ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ ൤1 െ
ݎ െ ܴ
ߜሺݖሻ ൨
ଶ
  ՜   ߶ሺߟሻ ൌ ߟሺ1 െ ߟሻଶ 
ܶ െ ∞ܶ
௪ܶ െ ∞ܶ ൌ ൤1 െ
ݎ െ ܴ
ߜ்ሺݖሻ൨
ଶ
  ՜   ߠሺߟ்ሻ ൌ ሺ1 െ ߟ்ሻଶ 
Sabiendo que  
δT ൌ ∆δ 
y como  
ߟ ൌ ݎ െ ܴߜሺݖሻ  
ߟ் ൌ ݎ െ ܴߜ்ሺݖሻ ൌ
ݎ െ ܴ
∆ߜሺݖሻ 
Dividiendo estas dos últimas:  
ߟ
ߟ் ൌ
ݎ െ ܴ
ߜݎ െ ܴ
∆ߜ
 
ߟ
ߟ் ൌ ∆ 
Tenemos que 
ߟ ൌ ∆ߟ் 
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݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ ቆܷ
ଶߜଶ න ߶ଶߟ݀ߟ ൅ ܴܷଶߜ න ߶ଶ
ଵ
଴
ଵ
଴
݀ߟቇ 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ ቊܷ
ଶߜଶ න ሾߟሺ1 െ ߟሻଶሿଶߟ݀ߟ ൅ ܴܷଶߜ න ሾߟሺ1 െ ߟሻଶሿଶ
ଵ
଴
ଵ
଴
݀ߟቋ 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ ቊܷ
ଶߜଶ න ߟଶሺ1 െ ߟሻସߟ݀ߟ ൅ ܴܷଶߜ න ߟଶሺ1 െ ߟሻସ
ଵ
଴
ଵ
଴
݀ߟቋ 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ ቈܷ
ଶߜଶ න ߟଷሺ1 െ 4ߟ ൅ 6ߟଶ െ 4ߟଷ ൅ ߟସሻ݀ߟ ൅ ܴܷଶߜ න ߟଶሺ1 െ 4ߟ ൅ 6ߟଶ െ 4ߟଷ ൅ ߟସሻ݀ߟ
ଵ
଴
ଵ
଴
቉ 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ ቈܷ
ଶߜଶ න ሺߟଷ െ 4ߟସ ൅ 6ߟହ െ 4ߟ଺ ൅ ߟ଻ሻ݀ߟ ൅ ܴܷଶߜ න ሺߟଶ െ 4ߟଷ ൅ 6ߟସ െ 4ߟହ ൅ ߟ଺ሻ݀ߟ
ଵ
଴
ଵ
଴
቉ 
 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ ቊܷ
ଶߜଶ ൤14 ߟ
ସ െ 45 ߟ
ହ ൅ ߟ଺ െ 47 ߟ
଻ ൅ 18 ߟ
଼൨
଴
ଵ
൅ ܴܷଶߜ ൤13 ߟ
ଷ െ ߟସ ൅ 65 ߟ
ହ െ 23 ߟ
଺ ൅ 17 ߟ
଻൨
଴
ଵ
ቋ 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ ൤ܷ
ଶߜଶ ൬14 െ
4
5 ൅ 1 െ
4
7 ൅
1
8൰ ൅ ܴܷ
ଶߜ ൬13 െ 1 ൅
6
5 െ
2
3 ൅
1
7൰൨ 
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ ൬
1
280 ܷ
ଶߜଶ ൅ 1105 ܴܷ
ଶߜ൰ 
 
න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ ൌ
ோାఋ
ோ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ቆߜଶ න ߠߟ݀ߟ
ଵ
଴
൅ ܴߜ න ߠ݀ߟ
ଵ
଴
ቇ 
න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ ൌ
ோାఋ
ோ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ቈߜଶ න ሺ1 െ ߟ்ሻଶߟ݀ߟ
ଵ
଴
൅ ܴߜ න ሺ1 െ ߟ்ሻଶ݀ߟ
ଵ
଴
቉ 
න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ ൌ
ோାఋ
ோ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ቈߜଶ න ቀ1 െ ߟ∆ቁ
ଶ
ߟ݀ߟ
ଵ
଴
൅ ܴߜ න ቀ1 െ ߟ∆ቁ
ଶ
݀ߟ
ଵ
଴
቉ 
 
න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ ൌ
ோାఋ
ோ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ቈߜଶ න ቆ1 െ 2 ߟ∆ ൅
ߟଶ
∆ଶቇ ߟ݀ߟ
ଵ
଴
൅ ܴߜ න ቆ1 െ 2 ߟ∆ ൅
ߟଶ
∆ଶቇ ݀ߟ
ଵ
଴
቉ 
න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ ൌ
ோାఋ
ோ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ቈߜଶ න ቆߟ െ 2 ߟ
ଶ
∆ ൅
ߟଷ
∆ଶቇ ݀ߟ
ଵ
଴
൅ ܴߜ න ቆ1 െ 2 ߟ∆ ൅
ߟଶ
∆ଶቇ ݀ߟ
ଵ
଴
቉ 
න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ ൌ
ோାఋ
ோ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൝ߜଶ ቈ12 ߟ
ଶ െ 23
ߟଷ
∆ ൅
1
4
ߟସ
∆ଶ቉଴
ଵ
൅ ܴߜ ቈߟ െ ߟ
ଶ
∆ ൅
1
3
ߟଷ
∆ଶ቉଴
ଵ
ൡ 
න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ ൌ
ோାఋ
ோ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൤ߜଶ ൬12 െ
2
3
1
∆ ൅
1
4
1
∆ଶ൰ ൅ ܴߜ ൬1 െ
1
∆ ൅
1
3
1
∆ଶ൰൨ 
 
ܴ߭ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ ൌ
ܴܷ߭
ߜ
݀߶
݀ߟฬ଴
ൌ ܴܷ߭ߜ
݀
݀ߟ ሾߟሺ1 െ ߟሻ
ଶሿฬ
଴
ൌ ܴܷ߭ߜ ሾሺ1 െ ߟሻ
ଶ െ 2ߟሺ1 െ ߟሻሿ|଴ ൌ ܴܷ߭ߜ  
 
Para la de energía: 
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݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ቆܷߜ
ଶ∆ଶ න ߶ߠߟ்
ଵ
଴
݀ߟ் ൅ܴܷߜ∆ න ߶ߠ݀ߟ்
ଵ
଴
ቇ 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ 
ൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ቈܷߜ
ଶ∆ଶ න ߟሺ1 െ ߟሻଶሺ1 െ ߟ்ሻଶߟ்
ଵ
଴
݀ߟ் ൅ܴܷߜ∆ න ߟሺ1 െ ߟሻଶሺ1 െ ߟ்ሻଶ݀ߟ்
ଵ
଴
቉ 
ൌ ݀݀ݖ ቈܷߜ
ଶ∆ଶ න ∆ߟ்ሺ1 െ ∆ߟ்ሻଶሺ1 െ ߟ்ሻଶߟ்
ଵ
଴
݀ߟ் ൅ܴܷߜ∆ න ∆ߟ்ሺ1 െ ∆ߟ்ሻଶሺ1 െ ߟ்ሻଶ݀ߟ்
ଵ
଴
቉ 
ൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ቈܷߜ
ଶ∆ଷ න ߟଶ் ሺ1 െ 2∆ߟ் ൅ ∆ଶߟଶ் ሻሺ1 െ 2ߟ் ൅ ߟଶ் ሻ݀ߟ்
ଵ
଴
൅ܴܷߜ∆ଶ න ߟ்ሺ1 െ 2∆ߟ் ൅ ∆ଶߟଶ் ሻሺ1 െ 2ߟ் ൅ ߟଶ் ሻ݀ߟ்
ଵ
଴
቉ 
ൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ቈܷߜ
ଶ∆ଷ න ߟଶ் ሺ1 െ 2ߟ் ൅ ߟଶ் െ 2∆ߟ் ൅ 4∆ߟଶ் െ 2∆ߟଷ் ൅ ∆ଶߟଶ் െ 2∆ଶߟଷ் ൅ ∆ଶߟସ் ሻ݀ߟ்
ଵ
଴
൅ܴܷߜ∆ଶ න ߟ்ሺ1 െ 2ߟ் ൅ ߟଶ் െ 2∆ߟ்
ଵ
଴
൅ 4∆ߟଶ் െ 2∆ߟଷ் ൅ ∆ଶߟଶ் െ 2∆ଶߟଷ் ൅ ∆ଶߟସ்ሻ݀ߟ்቉ 
ൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ቈܷߜ
ଶ∆ଷ න ሺߟଶ் െ 2ߟଷ் ൅ ߟସ் െ 2∆ߟଷ் ൅ 4∆ߟସ் െ 2∆ߟହ் ൅ ∆ଶߟସ் െ 2∆ଶߟହ் ൅ ∆ଶߟ଺் ሻ݀ߟ்
ଵ
଴
൅ܴܷߜ∆ଶ න ሺߟ் െ 2ߟଶ் ൅ ߟଷ் െ 2∆ߟଶ்
ଵ
଴
൅ 4∆ߟଷ் െ 2∆ߟସ் ൅ ∆ଶߟଷ் െ 2∆ଶߟସ் ൅ ∆ଶߟହ்ሻ݀ߟ்቉ 
ൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ቊܷߜ
ଶ∆ଷ ൤13 ߟ
ଷ் െ 12 ߟ
ସ் ൅ 15 ߟ
ହ் െ 12 ∆ߟ
ସ் ൅ 45 ∆ߟ
ହ் െ 13 ∆ߟ
ହ் ൅ 15 ∆
ଶߟହ் െ 13 ∆
ଶߟ଺் ൅ 17 ∆
ଶߟ଻்൨
଴
ଵ
൅ܴܷߜ∆ଶ ൤12 ߟ
ଶ் െ 23 ߟ
ଷ் ൅ 14 ߟ
ସ் െ 23 ∆ߟ
ଷ்
൅ ∆ߟସ் െ 25 ∆ߟ
ହ் ൅ 14 ∆
ଶߟସ் െ 25 ∆
ଶߟହ் ൅ 16 ∆
ଶߟହ் ൨
଴
ଵ
ቋ 
ൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ൤ܷߜ
ଶ∆ଷ ൬13 െ
1
2 ൅
1
5 െ
1
2 ∆ ൅
4
5 ∆ െ
1
3 ∆ ൅
1
5 ∆
ଶ െ 13 ∆
ଶ ൅ 17 ∆
ଶ൰ ൅ܴܷߜ∆ଶ ൬12 െ
2
3 ൅
1
4 െ
2
3 ∆ ൅ ∆ െ
2
5 ∆ ൅
1
4 ∆
ଶ െ 25 ∆
ଶ ൅ 16 ∆
ଶ൰൨ 
ൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ൤ܷ ߜ
ଶ∆ଷ ൬ 130 െ
1
30 ∆ ൅
1
105 ∆
ଶ൰ ൅ܴܷߜ∆ଶ ൬ 112 െ
1
15 ∆ ൅
1
60 ∆
ଶ൰൨ 
 
ߙܴ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ߙܴ
݀
ߜ்݀ߟ் ሾሺ ௪ܶ െ ஶܶሻߠሺߟ்ሻ ൅ ஶܶሿฬ଴
ൌ ߙܴሺ ௪ܶ െ ஶܶሻߜ்
݀ߠ
݀ߟ்ฬ଴
 
 
ߙܴ ߲߲ܶݎฬோ ൌ
ߙܴሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
∆ߜ
݀
݀ߟ் ሺ1 െ ߟ்ሻ
ଶฬ
଴
ൌ ߙܴሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ∆ߜ ሾെ2ሺ1 െ ߟ்ሻሿ|଴ ൌ െ
2ߙܴሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
∆ߜ  
   
Sustituyendo estos resultados entonces, 
La ecuación de cantidad de movimiento  
݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ െ ܴ߭ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ
ோାఋ
ோ
 
con 
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݀
݀ݖ න ݒ௭
ଶݎ݀ݎ
ோାఋ
ோ
ൌ ݀݀ݖ ൬
1
280 ܷ
ଶߜଶ ൅ 1105 ܴܷ
ଶߜ൰ 
 
න ݃ߚሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ ൌ
ோାఋ
ோ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൤ߜଶ ൬12 െ
2
3
1
∆ ൅
1
4
1
∆ଶ൰ ൅ ܴߜ ൬1 െ
1
∆ ൅
1
3
1
∆ଶ൰൨ 
 
ܴ߭ ߲ݒ௭߲ݎ ฬோ ൌ
ܴܷ߭
ߜ  
queda: 
 
݀
݀ݖ ൬
1
280 ܷ
ଶߜଶ ൅ 1105 ܴܷ
ଶߜ൰ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൤ߜଶ ൬12 െ
2
3
1
∆ ൅
1
4
1
∆ଶ൰ ൅ ܴߜ ൬1 െ
1
∆ ൅
1
3
1
∆ଶ൰൨
ܴܷ߭
ߜ  
 
Y la ecuación de conservación de energía: 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌ െߙܴ ߲߲ܶݎฬோ 
con 
 
݀
݀ݖ න ݒ௭ሺܶ െ ஶܶሻݎ݀ݎ
ோାఋ೅
ோ
ൌൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ൤ܷ ߜ
ଶ∆ଷ ൬ 130 െ
1
30 ∆ ൅
1
105 ∆
ଶ൰ ൅ܴܷߜ∆ଶ ൬ 112 െ
1
15 ∆ ൅
1
60 ∆
ଶ൰൨ 
 
ߙܴ ߲߲ܶݎฬோ ൌ െ
2ߙܴሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
∆ߜ  
queda: 
ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ݀݀ݖ ൤ܷ ߜ
ଶ∆ଷ ൬ 130 െ
1
30 ∆ ൅
1
105 ∆
ଶ൰ ൅ܴܷߜ∆ଶ ൬ 112 െ
1
15 ∆ ൅
1
60 ∆
ଶ൰൨ ൌ െ ቈെ 2ߙܴሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ∆ߜ ቉ 
݀
݀ݖ ൤ܷ ߜ
ଶ∆ଷ ൬ 130 െ
1
30 ∆ ൅
1
105 ∆
ଶ൰ ൅ܴܷߜ∆ଶ ൬ 112 െ
1
15 ∆ ൅
1
60 ∆
ଶ൰൨ ൌ 2ߙܴ∆ߜ  
El sistema de ecuaciones se reduce a: 
Movimiento: 
݀
݀ݖ ൬
1
280 ܷ
ଶߜଶ ൅ 1105 ܴܷ
ଶߜ൰ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൤ߜଶ ൬12 െ
2
3
1
∆ ൅
1
4
1
∆ଶ൰ ൅ ܴߜ ൬1 െ
1
∆ ൅
1
3
1
∆ଶ൰൨ െ
ܴܷ߭
ߜ  
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Y 
Energía: 
݀
݀ݖ ൤ܷ ߜ
ଶ∆ଷ ൬ 130 െ
1
30 ∆ ൅
1
105 ∆
ଶ൰ ൅ܴܷߜ∆ଶ ൬ 112 െ
1
15 ∆ ൅
1
60 ∆
ଶ൰൨ ൌ 2ߙܴ∆ߜ  
Suponiendo  que  los  espesores  de  las  capas  térmica, ߜ்,  e  hidrodinámica,  ߜ,  son  próximos,  es  decir  que  las  diferencias  son  despreciables, 
 ߜ் ൎ ߜ, se tiene que ∆ൎ 1, lo cual es valido para números de ܲݎ cercanos a 1. Por tanto si ∆ൌ 1, el sistema queda: 
݀
݀ݖ ൬
1
280 ܷ
ଶߜଶ ൅ 1105 ܴܷ
ଶߜ൰ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൬ 112 ߜ
ଶ ൅ 13 ܴߜ൰ െ
ܴܷ߭
ߜ  
݀
݀ݖ ൬
1
105 ܷ ߜ
ଶ ൅ 130 ܴܷߜ൰ ൌ െ
2ߙܴ
ߜ  
Dividiendo cada ecuación por ܴ: 
݀
݀ݖ ቆ
ܷଶߜ
105 ൅
ܷଶߜଶ
280ܴቇ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ቆ
ߜ
3 ൅
ߜଶ
12ܴቇ െ
ܷ߭
ߜ  
݀
݀ݖ ቆ
ܷߜ
30 ൅
ܷߜଶ
105ܴቇ ൌ
2ߙ
ߜ  
Este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con ܷ y  ߜ como variables en función de ݖ se resuelve por el método de 
perturbaciones, donde estas variables dependientes se expanden en series de potencias alrededor de 1 ܴ⁄ .  
Esto  se puede  sustentar en el hecho de que este método  se puede aplicar a cualquier ecuación diferencial que contenga un parámetro de 
perturbación, ࢿ, el cual podría aparecer en las condiciones de frontera. Dicho parámetro debe ser una constante positiva, tal que ߝ ا 1.  
En este caso dicho parámetro es el reciproco del radio del cilindro, ࡾ, el cual se encuentra en el sistema de ecuaciones y en el condición de 
frontera, luego: 
ࢿ ൌ ૚ࡾ 
Que en las ecuaciones se observa: 
݀
݀ݖ ቆ
ܷଶߜ
105 ൅
ܷଶߜଶ
280
૚
ࡾቇ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ቆ
ߜ
3 ൅
ߜଶ
12
૚
ࡾቇ െ
ܷ߭
ߜ  
݀
݀ݖ ቆ
ܷߜ
30 ൅
ܷߜଶ
105
૚
ࡾቇ ൌ
2ߙ
ߜ  
Haciendo que ࡾ ՜ ∞, se tiene que el sistema de ecuaciones queda: 
1
105
݀
݀ݖ ሺܷ
ଶߜሻ ൌ 13 ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻߜ െ
ܷ߭
ߜ  
1
30
݀
݀ݖ ሺܷߜሻ ൌ
2ߙ
ߜ  
Que son las ecuaciones que permiten encontrar a ܷ y  ߜ para una placa vertical  (KARLEKAR, MILLS). 
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Se observa que si el parámetro de perturbación tiende a cero, ࢿ ՜ ૙, se anula el efecto de la curvatura, lo que implica que, ࡾ ՜ ∞. El mismo 
resultado se puede obtener asumiendo que el espesor de la capa limite, ߜ, es pequeño comparado comparado con el radio, ܴ, de tal manera 
que la relación ࢾ/ࡾ también tiende a cero y los mismos términos del sistema de ecuaciones de conservación se cancelan quedando el modelo 
de la pared plana vertical. 
Entonces se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales con el método de perturbaciones en ૚/ࡾ, lo cual requiere expresar la solución de la 
siguiente manera: 
ܷሺݖሻ ൌ ෍ ߝ௡ ௡ܷ
ஶ
௡ୀ଴
ൌ ෍ ൬1ܴ൰
௡
ܷ௡ ൌ
ஶ
௡ୀ଴
෍ 1ܴ௡ ܷ௡ ൌ
ஶ
௡ୀ଴
ܷ଴ ൅ 1ܴ ଵܷ ൅
1
ܴଶ ܷଶ ൅
1
ܴଷ ܷଷ ൅ ڮ 
ߜሺݖሻ ൌ ෍ ߝ௡ܷ௡
ஶ
௡ୀ଴
ൌ ෍ ൬1ܴ൰
௡
ߜ௡ ൌ
ஶ
௡ୀ଴
෍ 1ܴ௡ ߜ௡ ൌ
ஶ
௡ୀ଴
ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ ൅
1
ܴଶ ߜଶ ൅
1
ܴଷ ߜଷ ൅ ڮ 
Tomando solo los dos primeros términos ݊ ൌ 0  ݕ  1 , queda: 
ܷሺݖሻ ൌ ෍ 1ܴ௡ ܷ௡
ஶ
௡ୀ଴
ൎ ෍ 1ܴ௡ ܷ௡
ଵ
௡ୀ଴
ൌ ܷ଴ ൅ 1ܴ ଵܷ 
ߜሺݖሻ ൌ ෍ 1ܴ௡ ߜ௡
ஶ
௡ୀ଴
ൎ ෍ 1ܴ௡ ߜ௡
ଵ
௡ୀ଴
ൌ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ 
Esto es válido como una aproximación aceptable, ya que al aumentar ݊ cada término siguiente va a ser mucho más pequeño. Es de esperar que 
el primer término, en ݊ ൌ 0, sea de una pared plana ya que carece del parámetro de curvatura, 1/ܴ. 
Estos desarrollos de ܷሺݖሻ y   ߜሺݖሻ en  serie de potencias con dos  términos exigen averiguar  los valores de  ଴ܷ, ଵܷ, ߜ଴ ݕ ߜଵ .Para  lograr dicho 
objetivo se procede a sustituir estas expresiones en el sistema de ecuaciones de conservación: 
݀
݀ݖ ቆ
ܷଶߜ
105 ൅
ܷଶߜଶ
280ܴቇ ൌ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ቆ
ߜ
3 ൅
ߜଶ
12ܴቇ െ
ܷ߭
ߜ  
݀
݀ݖ ቆ
ܷߜ
30 ൅
ܷߜଶ
105ܴቇ ൌ
2ߙ
ߜ  
donde  
ܷ ൎ  ܷ଴ ൅ 1ܴ ଵܷ      ݕ      
ܷ݀
݀ݖ ൌ ܷԢ ൎ  ܷ଴Ԣ ൅
1
ܴ ଵܷԢ 
ߜ ൎ  ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ      ݕ      
݀ߜ
݀ݖ ൌ ߜԢ ൎ  ߜ଴Ԣ ൅
1
ܴ ߜଵԢ 
Multiplicando  la  ecuación  de movimiento  por  840ߜ  y  la  de  energía  por  210ߜ.  Llamando  ܰ,  a  la  cantidad  ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ  ,  es  decir,    ܰ ൌ
 ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ 
ߜ ݀݀ݖ ൬8ܷ
ଶߜ ൅ 3ܴ ܷ
ଶߜଶ൰ ൌ ܰ ൬280ߜଶ ൅ 70ܴ ߜ
ଷ൰ െ 840ܷ߭ 
ߜ ݀݀ݖ ൬7ܷߜ ൅
2
ܴ ܷߜ
ଶ൰ ൌ 420ߙ 
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Reemplazando en la ecuación de cantidad de movimiento las expansiones: 
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
݀
݀ݖ ቈ8 ൬ ଴ܷ ൅
1
ܴ ଵܷ൰
ଶ
ߜ ൅ 3ܴ ൬ ܷ଴ ൅
1
ܴ ଵܷ൰
ଶ
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
ଶ
቉ ൌ ܰ ቈ280 ൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
ଶ
൅ 70ܴ ൬ ߜ଴ ൅
1
ܴ ߜଵ൰
ଷ
቉ െ 840߭ ൬ ܷ଴ ൅ 1ܴ ଵܷ൰ 
 
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
݀
݀ݖ ൤8 ൬ ଴ܷ
ଶ ൅ 2ܴ ܷ଴ ଵܷ ൅
1
ܴଶ ଵܷ
ଶ൰ ൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰ ൅
3
ܴ ൬ܷ଴
ଶ ൅ 2ܴ ଴ܷ ଵܷ ൅
1
ܴଶ ଵܷ
ଶ൰ ൬ߜ଴ଶ ൅ 2ܴ ߜ଴ߜଵ ൅
1
ܴଶ ߜଵ
ଶ൰൨
ൌ ܰ ൤280 ൬ߜ଴ଶ ൅ 2ܴ ߜ଴ߜଵ ൅
1
ܴଶ ߜଵ
ଶ൰ ൅ 70ܴ ൬ߜ଴
ଷ ൅ 3ܴ ߜ଴
ଶߜଵ ൅ 3ܴଶ ߜ଴ߜଵ
ଶ ൅ 1ܴଷ ߜଵ
ଷ൰൨ െ 840߭ ൬ ܷ଴ ൅ 1ܴ ଵܷ൰ 
 
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
݀
݀ݖ ൤8 ൬ܷ଴
ଶߜ଴ ൅ 1ܴ ܷ଴
ଶߜଵ ൅ 2ܴ ଴ܷ ଵܷߜ଴ ൅
2
ܴଶ ܷ଴ ଵܷߜଵ ൅
1
ܴଶ ଵܷ
ଶ ߜ଴ ൅ 1ܴଷ ଵܷ
ଶߜଵ൰
൅ 3ܴ ൬ܷ଴
ଶߜ଴ଶ ൅ 2ܴ ܷ଴
ଶߜ଴ߜଵ ൅ 1ܴଶ ଴ܷ
ଶߜଵଶ ൅ 2ܴ ܷ଴ ଵܷߜ଴
ଶ ൅ 4ܴଶ ଴ܷ ଵܷߜ଴ߜଵ ൅
2
ܴଷ ܷ଴ ଵܷߜଵ
ଶ ൅ 1ܴଶ ଵܷ
ଶߜ଴ଶ ൅ 2ܴଷ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵ ൅ 1ܴସ ଵܷ
ଶߜଵଶ൰൨
ൌ ܰ ൬280ߜ଴ଶ ൅ 560ܴ ߜ଴ߜଵ ൅
280
ܴଶ ߜଵ
ଶ ൅ 70ܴ ߜ଴
ଷ ൅ 210ܴଶ ߜ଴
ଶߜଵ ൅ 210ܴଷ ߜ଴ߜଵ
ଶ ൅ 70ܴସ ߜଵ
ଷ൰  െ840ܷ߭଴ െ 840ܴ߭ ଵܷ 
 
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
݀
݀ݖ ൬8ܷ଴
ଶߜ଴ ൅ 8ܴ ܷ଴
ଶߜଵ ൅ 16ܴ ܷ଴ ଵܷߜ଴ ൅
16
ܴଶ ܷ଴ ଵܷߜଵ ൅
8
ܴଶ ଵܷ
ଶ ߜ଴ ൅ 8ܴଷ ଵܷ
ଶߜଵ ൅ 3ܴ ܷ଴
ଶߜ଴ଶ ൅ 6ܴଶ ܷ଴
ଶߜ଴ߜଵ ൅ 3ܴଷ ܷ଴
ଶߜଵଶ ൅ 6ܴଶ ܷ଴ ଵܷߜ଴
ଶ
൅ 12ܴଷ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜଵ ൅
6
ܴସ ܷ଴ ଵܷߜଵ
ଶ ൅ 3ܴଷ ଵܷ
ଶߜ଴ଶ 
൅ 6ܴସ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵ ൅ 3ܴହ ଵܷ
ଶߜଵଶ൰ ൌ 280ܰߜ଴ଶ ൅ 560ܴܰ ߜ଴ߜଵ ൅
280ܰ
ܴଶ ߜଵ
ଶ ൅ 70ܴܰ ߜ଴
ଷ ൅ 210ܴܰଶ ߜ଴
ଶߜଵ ൅ 210ܴܰଷ ߜ଴ߜଵ
ଶ ൅ 70ܴܰସ ߜଵ
ଷ െ840ܷ߭଴ െ 840ܴ߭ ଵܷ 
 
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰ ൬16ܷ଴ߜ଴ܷ଴
ᇱ ൅ 8 ଴ܷଶߜ଴ᇱ ൅ 16ܴ ଴ܷߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 8ܴ ܷ଴
ଶߜଵᇱ ൅ 16ܴ ଵܷߜ଴ܷ଴
ᇱ ൅ 16ܴ ܷ଴ߜ଴ ଵܷ
ᇱ ൅ 16ܴ ܷ଴ ଵܷߜ଴
ᇱ ൅ 16ܴଶ ଵܷߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 16ܴଶ ܷ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 16ܴଶ ܷ଴ ଵܷߜଵ
ᇱ
൅ 16ܴଶ ଵܷߜ଴ ଵܷ
ᇱ ൅ 8ܴଶ ଵܷ
ଶߜ଴ᇱ ൅ 16ܴଷ ଵܷߜଵ ଵܷ
ᇱ   
൅ 8ܴଷ ଵܷ
ଶߜଵᇱ ൅ 6ܴ ܷ଴ߜ଴
ଶ ଴ܷᇱ ൅ 6ܴ ܷ଴
ଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 12ܴଶ ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 6ܴଶ ܷ଴
ଶߜଵߜ଴ᇱ ൅ 6ܴଶ ܷ଴
ଶߜ଴ߜଵᇱ ൅ 6ܴଷ ܷ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 6ܴଷ ܷ଴
ଶߜଵߜଵᇱ ൅ 6ܴଶ ଵܷߜ଴
ଶ ଴ܷᇱ ൅ 6ܴଶ ଴ܷߜ଴
ଶ ଵܷᇱ
൅ 12ܴଶ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜ଴
ᇱ ൅ 12ܴଷ ଵܷߜ଴ߜଵ ଴ܷ
ᇱ  
൅ 12ܴଷ ଴ܷߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 12ܴଷ ܷ଴ ଵܷߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 12ܴଷ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜଵ
ᇱ ൅  6ܴସ ଵܷߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 6ܴସ ܷ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 12ܴସ ଴ܷ ଵܷߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 6ܴଷ ଵܷߜ଴
ଶ ଵܷᇱ ൅ 6ܴଷ ଵܷ
ଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 12ܴସ ଵܷߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ
൅ 6ܴସ ଵܷ
ଶߜଵߜ଴ᇱ ൅ 6ܴସ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵᇱ ൅ 6ܴହ ଵܷߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 6ܴହ ଵܷ
ଶߜଵߜଵᇱ൰ 
ൌ 280ܰߜ଴ଶ ൅ 560ܴܰ ߜ଴ߜଵ ൅
280ܰ
ܴଶ ߜଵ
ଶ ൅ 70ܴܰ ߜ଴
ଷ ൅ 210ܴܰଶ ߜ଴
ଶߜଵ ൅ 210ܴܰଷ ߜ଴ߜଵ
ଶ ൅ 70ܴܰସ ߜଵ
ଷ െ840ܷ߭଴ െ 840ܴ߭ ଵܷ 
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16ܷ଴ߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 8ܷ଴ଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 16ܴ ଴ܷߜ଴ߜଵ ଴ܷ
ᇱ ൅ 8ܴ ܷ଴
ଶ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 16ܴ ଵܷߜ଴
ଶܷ଴ᇱ ൅ 16ܴ ܷ଴ߜ଴
ଶ ଵܷᇱ ൅ 16ܴ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜ଴
ᇱ ൅ 16ܴଶ ଵܷߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 16ܴଶ ܷ଴ߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 16ܴଶ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜଵ
ᇱ
൅ 16ܴଶ ଵܷߜ଴
ଶ ଵܷᇱ ൅ 8ܴଶ ଵܷ
ଶߜ଴ߜ଴ᇱ  
൅ 16ܴଷ ଵܷߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 8ܴଷ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵᇱ ൅ 6ܴ ܷ଴ߜ଴
ଷܷ଴ᇱ ൅ 6ܴ ܷ଴
ଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 12ܴଶ ܷ଴ߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ ൅ 6ܴଶ ܷ଴
ଶߜ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൅ 6ܴଶ ଴ܷ
ଶߜ଴ଶߜଵᇱ ൅ 6ܴଷ ܷ଴ߜ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 6ܴଷ ܷ଴
ଶߜ଴ߜଵߜଵᇱ
൅ 6ܴଶ ଵܷߜ଴
ଷܷ଴ᇱ ൅ 6ܴଶ ܷ଴ߜ଴
ଷ ଵܷᇱ ൅ 12ܴଶ ଴ܷ ଵܷߜ଴
ଶߜ଴ᇱ  
൅ 12ܴଷ ଵܷߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ ൅ 12ܴଷ ܷ଴ߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 12ܴଷ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 12ܴଷ ܷ଴ ଵܷߜ଴
ଶߜଵᇱ ൅  6ܴସ ଵܷߜ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 6ܴସ ܷ଴ߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 12ܴସ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 6ܴଷ ଵܷߜ଴
ଷ ଵܷᇱ
൅ 6ܴଷ ଵܷ
ଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 12ܴସ ଵܷߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 6ܴସ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൅ 6ܴସ ଵܷ
ଶߜ଴ଶߜଵᇱ ൅ 6ܴହ ଵܷߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 6ܴହ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵߜଵᇱ  
൅ 16ܴ ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 8ܴ ܷ଴
ଶߜଵߜ଴ᇱ ൅ 16ܴଶ ଴ܷߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 8ܴଶ ܷ଴
ଶߜଵߜଵᇱ ൅ 16ܴଶ ଵܷߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 16ܴଶ ܷ଴ߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 16ܴଶ ଴ܷ ଵܷߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 16ܴଷ ଵܷߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 16ܴଷ ܷ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ
൅ 16ܴଷ ଴ܷ ଵܷߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 16ܴଷ ଵܷߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ  
൅ 8ܴଷ ଵܷ
ଶߜଵߜ଴ᇱ ൅ 16ܴସ ଵܷߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 8ܴସ ଵܷ
ଶߜଵߜଵᇱ ൅ 6ܴଶ ܷ଴ߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ ൅ 6ܴଶ ܷ଴
ଶߜ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൅ 12ܴଷ ଴ܷߜ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 6ܴଷ ܷ଴
ଶߜଵଶߜ଴ᇱ ൅ 6ܴଷ ܷ଴
ଶߜ଴ߜଵߜଵᇱ ൅ 6ܴସ ܷ଴ߜଵ
ଷ ଴ܷᇱ
൅ 6ܴସ ଴ܷ
ଶߜଵଶߜଵᇱ ൅ 6ܴଷ ଵܷߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ ൅ 6ܴଷ ܷ଴ߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ 
൅ 12ܴଷ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 12ܴସ ଵܷߜ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 12ܴସ ܷ଴ߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 12ܴସ ܷ଴ ଵܷߜଵ
ଶߜ଴ᇱ ൅ 12ܴସ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅  6ܴହ ଵܷߜଵ
ଷ ଴ܷᇱ ൅ 6ܴହ ଴ܷߜଵ
ଷ ଵܷᇱ ൅ 12ܴହ ܷ଴ ଵܷߜଵ
ଶߜଵᇱ
൅ 6ܴସ ଵܷߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 6ܴସ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൅ 12ܴହ ଵܷߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 6ܴହ ଵܷ
ଶߜଵଶߜ଴ᇱ ൅ 6ܴହ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵଶߜଵᇱ ൅ 6ܴ଺ ଵܷߜଵ
ଷ ଵܷᇱ ൅ 6ܴ଺ ଵܷ
ଶߜଵଶߜଵᇱ  
ൌ 280ܰߜ଴ଶ ൅ 560ܴܰ ߜ଴ߜଵ ൅
280ܰ
ܴଶ ߜଵ
ଶ ൅ 70ܴܰ ߜ଴
ଷ ൅ 210ܴܰଶ ߜ଴
ଶߜଵ ൅ 210ܴܰଷ ߜ଴ߜଵ
ଶ ൅ 70ܴܰସ ߜଵ
ଷ െ840ܷ߭଴ െ 840ܴ߭ ଵܷ 
 
Organizando de acuerdo a las potencias de 1/ܴ: 
ሺ16ܷ଴ߜ଴ଶ ଴ܷᇱ ൅ 8ܷ଴ଶߜ଴ߜ଴ᇱ ሻ ൅ 16ܴ ܷ଴ߜ଴ߜଵ ଴ܷ
ᇱ ൅ 8ܴ ܷ଴
ଶ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 16ܴ ଵܷߜ଴
ଶ ଴ܷᇱ ൅ 16ܴ ଴ܷߜ଴
ଶ ଵܷᇱ ൅ 16ܴ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜ଴
ᇱ ൅ 6ܴ ܷ଴ߜ଴
ଷܷ଴ᇱ ൅ 6ܴ ܷ଴
ଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 16ܴ ܷ଴ߜ଴ߜଵ ଴ܷ
ᇱ
൅ 8ܴ ܷ଴
ଶߜଵߜ଴ᇱ  
൅ 16ܴଶ ଵܷߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 16ܴଶ ܷ଴ߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 16ܴଶ ଴ܷ ଵܷߜ଴ߜଵ
ᇱ ൅ 16ܴଶ ଵܷߜ଴
ଶ ଵܷᇱ ൅ 8ܴଶ ଵܷ
ଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 12ܴଶ ܷ଴ߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ ൅ 6ܴଶ ܷ଴
ଶߜ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൅ 6ܴଶ ଴ܷ
ଶߜ଴ଶߜଵᇱ ൅ 6ܴଶ ଵܷߜ଴
ଷܷ଴ᇱ
൅ 6ܴଶ ܷ଴ߜ଴
ଷ ଵܷᇱ ൅ 12ܴଶ ܷ଴ ଵܷߜ଴
ଶߜ଴ᇱ ൅ 16ܴଶ ܷ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 8ܴଶ ଴ܷ
ଶߜଵߜଵᇱ ൅ 16ܴଶ ଵܷߜ଴ߜଵ ଴ܷ
ᇱ ൅ 16ܴଶ ଴ܷߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 16ܴଶ ܷ଴ ଵܷߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 6ܴଶ ଴ܷߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ
൅ 6ܴଶ ܷ଴
ଶߜ଴ߜଵߜ଴ᇱ  
൅ 16ܴଷ ଵܷߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 8ܴଷ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵᇱ ൅ 6ܴଷ ܷ଴ߜ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 6ܴଷ ܷ଴
ଶߜ଴ߜଵߜଵᇱ ൅ 12ܴଷ ଵܷߜ଴
ଶߜଵ ଴ܷᇱ ൅ 12ܴଷ ଴ܷߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 12ܴଷ ଴ܷ ଵܷߜ଴ߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 12ܴଷ ܷ଴ ଵܷߜ଴
ଶߜଵᇱ ൅ 6ܴଷ ଵܷߜ଴
ଷ ଵܷᇱ
൅ 6ܴଷ ଵܷ
ଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 16ܴଷ ଵܷߜଵ
ଶ ଴ܷᇱ ൅ 16ܴଷ ଴ܷߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 16ܴଷ ܷ଴ ଵܷߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 16ܴଷ ଵܷߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 8ܴଷ ଵܷ
ଶߜଵߜ଴ᇱ ൅ 12ܴଷ ଴ܷߜ଴ߜଵ
ଶ ଴ܷᇱ ൅ 6ܴଷ ଴ܷ
ଶߜଵଶߜ଴ᇱ
൅ 6ܴଷ ଴ܷ
ଶߜ଴ߜଵߜଵᇱ ൅ 6ܴଷ ଵܷߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ ൅ 6ܴଷ ܷ଴ߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 12ܴଷ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜଵߜ଴
ᇱ  
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൅ 6ܴସ ଵܷߜ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 6ܴସ ܷ଴ߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 12ܴସ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 12ܴସ ଵܷߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 6ܴସ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൅ 6ܴସ ଵܷ
ଶߜ଴ଶߜଵᇱ ൅ 16ܴସ ଵܷߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 8ܴସ ଵܷ
ଶߜଵߜଵᇱ ൅ 6ܴସ ܷ଴ߜଵ
ଷ ଴ܷᇱ
൅ 6ܴସ ଴ܷ
ଶߜଵଶߜଵᇱ ൅ 12ܴସ ଵܷߜ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 12ܴସ ܷ଴ߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 12ܴସ ܷ଴ ଵܷߜଵ
ଶߜ଴ᇱ ൅ 12ܴସ ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 6ܴସ ଵܷߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 6ܴସ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵߜ଴ᇱ  
6
ܴହ ଵܷߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 6ܴହ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵߜଵᇱ ൅  6ܴହ ଵܷߜଵ
ଷܷ଴ᇱ ൅ 6ܴହ ܷ଴ߜଵ
ଷ ଵܷᇱ ൅ 12ܴହ ଴ܷ ଵܷߜଵ
ଶߜଵᇱ ൅ 12ܴହ ଵܷߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 6ܴହ ଵܷ
ଶߜଵଶߜ଴ᇱ ൅ 6ܴହ ଵܷ
ଶߜ଴ߜଵଶߜଵᇱ ൅ 6ܴ଺ ଵܷߜଵ
ଷ ଵܷᇱ
൅ 6ܴ଺ ଵܷ
ଶߜଵଶߜଵᇱ  
ൌ 280ܰߜ଴ଶ ൅ 560ܴܰ ߜ଴ߜଵ ൅
70ܰ
ܴ ߜ଴
ଷ െ 840ܴ߭ ଵܷ ൅  
280ܰ
ܴଶ ߜଵ
ଶ ൅ 210ܴܰଶ ߜ଴
ଶߜଵ ൅ 210ܴܰଷ ߜ଴ߜଵ
ଶ ൅ 70ܴܰସ ߜଵ
ଷ െ840ܷ߭଴ 
 
Se factoriza por potencias y como aproximación se desprecian las potencias de 1/ܴ, para las cuales ݊ ൒ 2 
ሺ16ܷ଴ߜ଴ଶ ଴ܷᇱ ൅ 8ܷ଴ଶߜ଴ߜ଴ᇱ ሻ
൅ 1ܴ ሺ16ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 8 ଴ܷଶ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 16 ଵܷߜ଴ଶ ଴ܷᇱ ൅ 16ܷ଴ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 16ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 6ܷ଴ߜ଴ଷ ଴ܷᇱ ൅ 6ܷ଴ଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 16ܷ଴ߜ଴ߜଵ ଴ܷᇱ
൅ 8ܷ଴ଶߜଵߜ଴ᇱ ሻ ൌ ሺ280ܰߜ଴ଶ െ840ܷ߭଴ሻ ൅ 1ܴ ሺ560ܰߜ଴ߜଵ ൅ 70ܰߜ଴
ଷ െ 840߭ ଵܷሻ 
 
Igualando las respectivas potencias, se obtiene: 
1
ܴ଴: 
16 ଴ܷߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 8 ଴ܷଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 280ܰߜ଴ଶ െ840߭ ଴ܷ 
1
ܴଵ: 
16ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 8ܷ଴ଶ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 16 ଵܷߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 16 ଴ܷߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 16 ଴ܷ ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 6 ଴ܷߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 6 ଴ܷଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 16 ଴ܷߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 8 ଴ܷଶߜଵߜ଴ᇱ
ൌ 560ܰߜ଴ߜଵ ൅ 70ܰߜ଴ଷ െ 840߭ ଵܷ 
Simplificando, 
1
ܴ଴ :                    2ܷ଴ߜ଴
ଶܷ଴ᇱ ൅ ܷ଴ଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 35ܰߜ଴ଶ െ105ܷ߭଴ 
1
ܴଵ :                         8ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 4ܷ଴ଶ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 8 ଵܷߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 8ܷ଴ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 8ܷ଴ ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 3 ଴ܷߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 3 ଴ܷଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 8ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 4 ଴ܷଶߜଵߜ଴ᇱ
ൌ 280ܰߜ଴ߜଵ ൅ 35ܰߜ଴ଷ െ 420߭ ଵܷ 
 
De la misma manera, ahora se reemplaza la serie de potencias en la ecuación de energía: 
ߜ ݀݀ݖ ൬7ܷߜ ൅
2
ܴ ܷߜ
ଶ൰ ൌ 420ߙ 
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
݀
݀ݖ ቈ7 ൬ ܷ଴ ൅
1
ܴ ଵܷ൰ ൬ ߜ଴ ൅
1
ܴ ߜଵ൰ ൅
2
ܴ ൬ ଴ܷ ൅
1
ܴ ଵܷ൰ ൬ ߜ଴ ൅
1
ܴ ߜଵ൰
ଶ
቉ ൌ 420ߙ 
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൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
݀
݀ݖ ൤7 ൬ ଴ܷߜ଴ ൅
1
ܴ ܷ଴ߜଵ ൅
1
ܴ ଵܷߜ଴ ൅
1
ܴଶ ଵܷߜଵ൰ ൅ ൬
2
ܴ ଴ܷ ൅
2
ܴଶ ଵܷ൰ ൬ߜ଴
ଶ ൅ 2ܴ ߜ଴ߜଵ ൅
1
ܴଶ ߜଵ
ଶ൰൨ ൌ 420ߙ 
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰
݀
݀ݖ ൬ 7ܷ଴ߜ଴ ൅
7
ܴ ܷ଴ߜଵ ൅
7
ܴ ଵܷߜ଴ ൅
7
ܴଶ ଵܷߜଵ ൅
2
ܴ ܷ଴ߜ଴
ଶ ൅ 4ܴଶ ଴ܷߜ଴ߜଵ ൅
2
ܴଷ ܷ଴ߜଵ
ଶ ൅ 2ܴଶ ଵܷߜ଴
ଶ ൅ 4ܴଷ ଵܷߜ଴ߜଵ ൅
2
ܴସ ଵܷߜଵ
ଶ൰ ൌ 420ߙ 
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰ ൬ 7ߜ଴ ଴ܷ
ᇱ ൅  7ܷ଴ߜ଴ᇱ ൅ 7ܴ ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 7ܴ ܷ଴ߜଵ
ᇱ ൅ 7ܴ ߜ଴ ଵܷ
ᇱ ൅ 7ܴ ଵܷߜ଴
ᇱ ൅ 7ܴଶ ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 7ܴଶ ଵܷߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴ ߜ଴
ଶܷ଴ᇱ ൅ 4ܴ ܷ଴ߜ଴ߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴଶ ߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 4ܴଶ ܷ଴ߜଵߜ଴
ᇱ
൅ 4ܴଶ ଴ܷߜ଴ߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴଷ ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 4ܴଷ ܷ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴଶ ߜ଴
ଶ ଵܷᇱ ൅ 4ܴଶ ଵܷߜ଴ߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴଷ ߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 4ܴଷ ଵܷߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴଷ ଵܷߜ଴ߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴସ ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ
൅ 4ܴସ ଵܷߜଵߜଵ
ᇱ൰ ൌ 420ߙ 
൬ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ൰ ൬ 7ߜ଴ܷ଴
ᇱ ൅ 7ܷ଴ߜ଴ᇱ ൅ 7ܴ ߜଵ ଴ܷ
ᇱ ൅ 7ܴ ܷ଴ߜଵ
ᇱ ൅ 7ܴ ߜ଴ ଵܷ
ᇱ ൅ 7ܴ ଵܷߜ଴
ᇱ ൅ 7ܴଶ ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 7ܴଶ ଵܷߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴ ߜ଴
ଶ ଴ܷᇱ ൅ 4ܴ ܷ଴ߜ଴ߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴଶ ߜ଴ߜଵ ଴ܷ
ᇱ ൅ 4ܴଶ ଴ܷߜଵߜ଴
ᇱ
൅ 4ܴଶ ܷ଴ߜ଴ߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴଷ ߜଵ
ଶ ଴ܷᇱ ൅ 4ܴଷ ܷ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴଶ ߜ଴
ଶ ଵܷᇱ ൅ 4ܴଶ ଵܷߜ଴ߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴଷ ߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 4ܴଷ ଵܷߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴଷ ଵܷߜ଴ߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴସ ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ
൅ 4ܴସ ଵܷߜଵߜଵ
ᇱ൰ ൌ 420ߙ 
 7ߜ଴ଶ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 7ܴ  ߜ଴ߜଵ ଴ܷ
ᇱ ൅ 7ܴ ܷ଴ ߜ଴ߜଵ
ᇱ ൅ 7ܴ ߜ଴
ଶ ଵܷᇱ ൅ 7ܴ ଵܷߜ଴ߜ଴
ᇱ ൅ 7ܴଶ ߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 7ܴଶ ଵܷߜ଴ߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴ ߜ଴
ଷ ଴ܷᇱ ൅ 4ܴ ܷ଴ߜ଴
ଶߜ଴ᇱ ൅ 4ܴଶ ߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ
൅ 4ܴଶ ܷ଴ߜ଴ߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴଶ ܷ଴ߜ଴
ଶߜଵᇱ ൅ 2ܴଷ ߜ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 4ܴଷ ܷ଴ߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴଶ ߜ଴
ଷ ଵܷᇱ ൅ 4ܴଶ ଵܷߜ଴
ଶߜ଴ᇱ ൅ 4ܴଷ ߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 4ܴଷ ߜ଴ߜଵ ଵܷߜ଴
ᇱ
൅ 4ܴଷ ߜ଴
ଶ ଵܷߜଵᇱ ൅ 2ܴସ ߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 4ܴସ ଵܷߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ  
൅ 7ܴ ߜ଴ߜଵ ଴ܷ
ᇱ ൅ 7ܴ ܷ଴ߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 7ܴଶ ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 7ܴଶ ܷ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 7ܴଶ ߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 7ܴଶ ଵܷߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 7ܴଷ ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 7ܴଷ ଵܷߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴଶ ߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ ൅ 4ܴଶ ܷ଴ߜ଴ߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴଷ ߜ଴ߜଵ
ଶ ଴ܷᇱ
൅ 4ܴଷ ଴ܷߜଵ
ଶߜ଴ᇱ ൅ 4ܴଷ ܷ଴ߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴସ ߜଵ
ଷܷ଴ᇱ ൅ 4ܴସ ܷ଴ߜଵ
ଶߜଵᇱ ൅ 2ܴଷ ߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 4ܴଷ ଵܷߜ଴ߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴସ ߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 4ܴସ ଵܷߜଵ
ଶߜ଴ᇱ
൅ 4ܴସ ଵܷߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴହ ߜଵ
ଷ ଵܷᇱ ൅ 4ܴହ ଵܷߜଵ
ଶߜଵᇱ ൌ 420ߙ 
Organizando por las potencias de 1/ܴ: 
 7ߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 7 ଴ܷ ߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 7ܴ  ߜ଴ߜଵ ଴ܷ
ᇱ ൅ 7ܴ ܷ଴ ߜ଴ߜଵ
ᇱ ൅ 7ܴ ߜ଴
ଶ ଵܷᇱ ൅ 7ܴ ଵܷߜ଴ߜ଴
ᇱ ൅ 2ܴ ߜ଴
ଷܷ଴ᇱ ൅ 4ܴ ܷ଴ߜ଴
ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ܴ ߜ଴ߜଵ ଴ܷ
ᇱ ൅ 7ܴ ܷ଴ߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 7ܴଶ ߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 7ܴଶ ଵܷߜ଴ߜଵ
ᇱ
൅ 4ܴଶ ߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ ൅ 4ܴଶ ܷ଴ߜ଴ߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴଶ ଴ܷߜ଴
ଶߜଵᇱ ൅ 2ܴଶ ߜ଴
ଷ ଵܷᇱ ൅ 4ܴଶ ଵܷߜ଴
ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ܴଶ ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 7ܴଶ ܷ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 7ܴଶ ߜ଴ߜଵ ଵܷ
ᇱ ൅ 7ܴଶ ଵܷߜଵߜ଴
ᇱ
൅ 2ܴଶ ߜ଴
ଶߜଵܷ଴ᇱ ൅ 4ܴଶ ܷ଴ߜ଴ߜଵߜ଴
ᇱ  
൅ 2ܴଷ ߜ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 4ܴଷ ܷ଴ߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 4ܴଷ ߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 4ܴଷ ߜ଴ߜଵ ଵܷߜ଴
ᇱ ൅ 4ܴଷ ߜ଴
ଶ ଵܷߜଵᇱ ൅ 7ܴଷ ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 7ܴଷ ଵܷߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 4ܴଷ ߜ଴ߜଵ
ଶܷ଴ᇱ ൅ 4ܴଷ ܷ଴ߜଵ
ଶߜ଴ᇱ ൅ 4ܴଷ ܷ଴ߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ
൅ 2ܴଷ ߜ଴
ଶߜଵ ଵܷᇱ ൅ 4ܴଷ ଵܷߜ଴ߜଵߜ଴
ᇱ ൅ 2ܴସ ߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 4ܴସ ଵܷߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴସ ߜଵ
ଷܷ଴ᇱ ൅ 4ܴସ ܷ଴ߜଵ
ଶߜଵᇱ ൅ 4ܴସ ߜ଴ߜଵ
ଶ ଵܷᇱ ൅ 4ܴସ ଵܷߜଵ
ଶߜ଴ᇱ
൅ 4ܴସ ଵܷߜ଴ߜଵߜଵ
ᇱ ൅ 2ܴହ ߜଵ
ଷ ଵܷᇱ ൅ 4ܴହ ଵܷߜଵ
ଶߜଵᇱ ൌ 420ߙ 
Se factoriza por potencias y como aproximación se desprecian las potencias de 1/ܴ, que corresponde a ݊ ൒ 2 
 7ߜ଴ଶ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 1ܴ ሺ 7ߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 7 ଴ܷ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 7ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 7 ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ ൅2ߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 4 ଴ܷߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 7 ଴ܷߜଵߜ଴ᇱ ሻ ൌ 420ߙ 
Igualando las respectivas potencias, obtenemos: 
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1
ܴ଴: 
 7ߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 420ߙ 
1
ܴଵ: 
 7ߜ଴ߜଵ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 7ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 7 ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 2ߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 4ܷ଴ߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 7ܷ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൌ 0 
Simplificando, 
1
ܴ଴ :         ߜ଴
ଶܷ଴ᇱ ൅ ଴ܷ ߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 60ߙ 
1
ܴଵ :   7ߜ଴ߜଵܷ଴
ᇱ ൅ 7 ଴ܷ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 7ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 7 ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 2ߜ଴ଷ ଴ܷᇱ ൅ 4ܷ଴ߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ߜ଴ߜଵ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൌ 0 
Resolución del sistema para ࢔ ൌ ૙ 
1
ܴ଴: 
Cantidad de Movimiento 
2 ଴ܷߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ ଴ܷଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 35ܰߜ଴ଶ െ105߭ ଴ܷ 
Energía 
ߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ ܷ଴ ߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 60ߙ 
Es claro que este sistema corresponde a una pared plana, que no contempla el efecto de la curvatura; como en ese caso comúnmente se hace, 
se supone una solución de prueba que corresponde a variaciones de la ley de potencias para ܷ y  ߜ, de esta forma: 
ܷ଴ ൌ ܣ଴ݖ௠ 
ߜ଴ ൌ ܤ଴ݖ௡ 
Cuyas derivadas respectivamente son: 
଴ܷᇱ ൌ ܣ଴݉ݖ௠ିଵ 
ߜ଴ᇱ ൌ ܤ଴݊ݖ௡ିଵ 
Donde ܣ଴, ܤ଴, ݉ y ݊ son constantes a determinar. 
Sustituyendo estas soluciones de prueba en el sistema de orden cero para el parámetro de perturbación. 
En la ecuación de movimiento: 
2 ଴ܷߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ ଴ܷଶߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 35ܰߜ଴ଶ െ105߭ ଴ܷ 
2ሺܣ଴ݖ௠ሻሺܤ଴ݖ௡ሻଶሺܣ଴݉ݖ௠ିଵሻ ൅ ሺܣ଴ݖ௠ሻଶሺܤ଴ݖ௡ሻሺܤ଴݊ݖ௡ିଵሻ ൌ 35ܰሺܤ଴ݖ௡ሻଶ െ 105߭ሺܣ଴ݖ௠ሻ 
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2݉ܣ଴ଶܤ଴ଶݖଶ௠ାଶ௡ିଵ ൅ ݊ܣ଴ଶܤ଴ଶݖଶ௠ାଶ௡ିଵ ൌ 35ܰܤ଴ଶݖଶ௡ െ 105߭ܣ଴ݖ௠ 
En la ecuación de energía: 
ߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ ܷ଴ ߜ଴ߜ଴ᇱ ൌ 60ߙ 
ሺܤ଴ݖ௡ሻଶሺܣ଴݉ݖ௠ିଵሻ ൅ ሺܣ଴ݖ௠ሻሺܤ଴ݖ௡ሻሺܤ଴݊ݖ௡ିଵሻ ൌ 60ߙ 
ܣ଴ܤ଴ଶ݉ݖ௠ାଶ௡ିଵ ൅ ܣ଴ܤ଴ଶ݊ݖ௠ାଶ௡ିଵ ൌ 60ߙ 
En estas ecuaciones la potencia de ݖ debe ser idéntica en todos los términos lo que lleva a tener un sistema de ecuaciones en el cual se puedan 
hallar los exponentes ݉ y ݊: 
2݉ ൅ 2݊ െ 1 ൌ 2݊ ൌ ݉ 
݉ ൅ 2݊ െ 1 ൌ 0 
Que se resuelve satisfactoriamente para  
݉ ൌ 12 ,   ݊ ൌ
1
4 
Sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones para encontrar los coeficientes ܣ଴ y ܤ଴: 
Momentum: 
2 · 12 ܣ଴
ଶܤ଴ଶݖଶ
ଵ
ଶାଶ
ଵ
ସିଵ ൅ 14 ܣ଴
ଶܤ଴ଶݖଶ
ଵ
ଶାଶ
ଵ
ସିଵ ൌ 35ܰܤ଴ଶݖଶ
ଵ
ସ െ 105߭ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ 
ܣ଴ଶܤ଴ଶݖ
ଵ
ଶ ൅ 14 ܣ଴
ଶܤ଴ଶݖ
ଵ
ଶ ൌ 35ܰܤ଴ଶݖ
ଵ
ଶ െ 105߭ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ 
5
4 ܣ଴
ଶܤ଴ଶ ൌ 35ܰܤ଴ଶ െ 105߭ܣ଴ 
ܣ଴ଶܤ଴ଶ ൌ 28ܰܤ଴ଶ െ 84߭ܣ଴ 
Energía: 
ܣ଴ܤ଴ଶ · 12 ݖ
ଵ
ଶାଶ
ଵ
ସିଵ ൅ ܣ଴ܤ଴ଶ · 14 ݖ
ଵ
ଶାଶ
ଵ
ସିଵ ൌ 60ߙ 
1
2 ܣ଴ܤ଴
ଶݖ଴ ൅ 14 ܣ଴ܤ଴
ଶ · ݖ଴ ൌ 60ߙ 
3
4 ܣ଴ܤ଴
ଶ ൌ 60ߙ 
ܣ଴ܤ଴ଶ ൌ 80ߙ 
Resolviendo el sistema:  
ܣ଴ଶܤ଴ଶ ൌ 28ܰܤ଴ଶ െ 84߭ܣ଴ 
ܣ଴ܤ଴ଶ ൌ 80ߙ 
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Despejando ܤ଴ en las dos ecuaciones e igualando: 
ܤ଴ଶ ൌ 84߭ܣ଴28ܰ െ ܣ଴ଶ 
ܤ଴ଶ ൌ 80ߙܣ଴  
84߭ܣ଴
28ܰ െ ܣ଴ଶ ൌ
80ߙ
ܣ଴  
Despejando ܣ଴:  
84߭ܣ଴ଶ ൌ 80ߙሺ28ܰ െ ܣ଴ଶሻ 
21߭ܣ଴ଶ ൌ 20ߙሺ28ܰ െ ܣ଴ଶሻ 
21߭ܣ଴ଶ ൅ 20ߙܣ଴ଶ ൌ 560ܰߙ 
ܣ଴ଶ ൌ 560ܰߙ21߭ ൅ 20ߙ 
Amplificando por ߭ ଶ/21ߙ  y recordando que ܰ ൌ  ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ 
ܣ଴ଶ ൌ 560ܰߙ20ߙ ൅ 21߭ ·
߭ ଶ/21ߙ
߭ ଶ/21ߙ 
ܣ଴ଶ ൌ
560߭ ଶ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ
21 ቀ2021 ൅
߭
ߙቁ
 
ܣ଴ ൌ ඩ56021
߭ ଶ ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ
ቀ2021 ൅
߭
ߙቁ
 
࡭૙ ൌ ඨૡ૙૜ ࣏ ൬
૛૙
૛૚ ൅
࣏
ࢻ൰
ି૚૛ ቈࢍࢼሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ࣏ ૛ ቉
૚
૛ 
En forma aproximada: 
ܣ଴ ൎ 5.1640߭ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ିଵଶ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ଵ
ଶ 
Como se muestra en KARLEKAR 
Ahora buscando el valor de ܤ଴ en  
ܤ଴ଶ ൌ 80ߙܣ଴  
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ܤ଴ ൌ ඩ
80ߙ
ට803 ߭ ቀ
20
21 ൅
߭
ߙቁ
ିଵଶ ൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ൨
ଵ
ଶ
 
ܤ଴ ൌ ඨ3 · 80
ଶ
80
ర ቀߙ߭ቁ
ଵ
ଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ 
࡮૙ ൌ √૛૝૙૝ ቀ࣏ࢻቁ
ି૚૛ ൬૛૙૛૚ ൅
࣏
ࢻ൰
૚
૝ ቈࢍࢼሺࢀ࢝ െ ࢀஶሻ࣏ ૛ ቉
ି૚૝ 
O aproximadamente según Karlekar: 
ܤ଴ ൎ 3.9360 ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ 
De esta manera las expresiones para ܷ y  ߜ son 
ܷ଴ ൌ ܣ଴ݖ௠ ൌ ඨ803 ߭ ൬
20
21 ൅
߭
ߙ൰
ିଵଶ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ଵ
ଶ ݖଵଶ ൌ ඨ803 ߭ ൬
20
21 ൅
߭
ߙ൰
ିଵଶ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ଵ
ଶ ݖଵଶ ݖݖ ൌ ඨ
80
3 ߭ ൬
20
21 ൅
߭
ߙ൰
ିଵଶ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ଵ
ଶ ݖଷଶ
ݖ
ൌ ඨ803 ߭ ൬
20
21 ൅
߭
ߙ൰
ିଵଶ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻݖ
ଷ
߭ ଶ ቉
ଵ
ଶ 1
ݖ 
Donde  
ܲݎ ൌ ߭ߙ 
ܩݎ௭ ൌ ݃ߚ
ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻݖଷ
߭ ଶ  
Así: 
ࢁ૙ሺࢠሻ ൌ ඨૡ૙૜ ࣏ ൬
૛૙
૛૚ ൅ ࡼ࢘൰
ି૚૛ ࡳ࢘ࢠ
૚
૛ ૚
ࢠ 
Y 
ߜ଴ ൌ ܤ଴ݖ௡ 
ߜ଴ ൌ √240ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ ݖଵସ ൌ √240ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ ݖଵସ · ݖݖ
ൌ √240ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ ݖିଷସݖ ൌ √240ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻݖ
ଷ
߭ ଶ ቉
ିଵସ ݖ
ൌ √240ర ܲݎିଵଶ ൬2021 ൅ ܲݎ൰
ଵ
ସ ܩݎ௭
ିଵସݖ 
ࢾ૙ሺࢠሻ ൌ √૛૝૙૝ ࡼ࢘ି
૚
૛ ൬૛૙૛૚ ൅ ࡼ࢘൰
૚
૝ ࡳ࢘ࢠ
ି૚૝ࢠ 
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Resolución del sistema para ࢔ ൌ ૚ 
1
ܴଵ: 
Cantidad de Movimiento 
8ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 4ܷ଴ଶ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 8 ଵܷߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 8 ଴ܷߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 8 ଴ܷ ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 3 ଴ܷߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 3 ଴ܷଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 8 ଴ܷߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 4 ଴ܷଶߜଵߜ଴ᇱ
ൌ 280ܰߜ଴ߜଵ ൅ 35ܰߜ଴ଷ െ 420߭ ଵܷ 
Energía 
 7ߜ଴ߜଵ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 7ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 7 ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 2ߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 4ܷ଴ߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 7ܷ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൌ 0 
Es claro que la resolución de este sistema ya será una primera aproximación al efecto de tener una superficie curva para el cilindro, de la misma 
manera se supone como en el anterior caso una solución de prueba  ଵܷ y  ߜଵ en modelo potencial teniendo ya conocidas  ଴ܷ y  ߜ଴ 
 ଵܷ ൌ ܣଵݖ௣ 
ߜଵ ൌ ܤଵݖ௤  
Cuyas derivadas respectivamente son: 
ଵܷᇱ ൌ ܣଵ݌ݖ௣ିଵ 
ߜଵᇱ ൌ ܤଵݍݖ௤ିଵ 
Donde ܣଵ, ܤଵ, ݌ y ݍ son constantes a determinar. 
Resolviendo el sistema de potencia cero se encuentra que: 
ܷ଴ ൌ ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ 
ߜ଴ ൌ ܤ଴ݖ
ଵ
ସ 
Derivando: 
ܷ଴ᇱ ൌ 12 ܣ଴ݖ
ିଵଶ 
ߜ଴ᇱ ൌ 14 ܤ଴ݖ
ିଷସ 
Sustituyendo estas soluciones de prueba en el sistema de primer orden para el parámetro de perturbación. 
En la ecuación de movimiento: 
8ܷ଴ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 4ܷ଴ଶ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 8 ଵܷߜ଴ଶܷ଴ᇱ ൅ 8 ଴ܷߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 8 ଴ܷ ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 3 ଴ܷߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 3 ଴ܷଶߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 8 ଴ܷߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 4 ଴ܷଶߜଵߜ଴ᇱ
ൌ 280ܰߜ଴ߜଵ ൅ 35ܰߜ଴ଷ െ 420߭ ଵܷ 
223 
 
8 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰ ሺܤଵݖ௤ሻ ൬12 ܣ଴ݖ
ିଵଶ൰ ൅ 4 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰
ଶ
൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰ ሺܤଵݍݖ௤ିଵሻ ൅ 8ሺܣଵݖ௣ሻ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰
ଶ
൬12 ܣ଴ݖ
ିଵଶ൰ ൅ 8 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰
ଶ
ሺܣଵ݌ݖ௣ିଵሻ
൅ 8 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰ ሺܣଵݖ௣ሻ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰ ൬14 ܤ଴ݖ
ିଷସ൰ ൅ 3 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰
ଷ
൬12 ܣ଴ݖ
ିଵଶ൰ ൅ 3 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰
ଶ
൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰
ଶ
൬14 ܤ଴ݖ
ିଷସ൰
൅ 8 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰ ሺܤଵݖ௤ሻ ൬12 ܣ଴ݖ
ିଵଶ൰ ൅ 4 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰
ଶ
ሺܤଵݖ௤ሻ ൬14 ܤ଴ݖ
ିଷସ൰
ൌ 280ܰ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰ ሺܤଵݖ௤ሻ ൅ 35ܰ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰
ଷ
െ 420߭ሺܣଵݖ௣ሻ 
4ܣ଴ଶܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ ൅ 4ܣ଴ଶܤ଴ܤଵݍݖ௤ା
ଵ
ସ ൅ 4ܣ଴ܤ଴ଶܣଵݖ௣ ൅ 8ܣ଴ܤ଴ଶܣଵ݌ݖ௣ ൅ 2ܣ଴ܤ଴ଶܣଵݖ௣ ൅ 32 ܣ଴
ଶܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ ൅ 34 ܣ଴
ଶܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ ൅ 4ܣ଴ଶܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ ൅ ܣ଴ଶܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ
ൌ 280ܰܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ ൅ 35ܰܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ െ 420߭ܣଵݖ௣ 
16ܣ଴ଶܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ ൅ 16ܤ଴ܤଵݍݖ௤ା
ଵ
ସ ൅ 16ܣ଴ܤ଴ଶܣଵݖ௣ ൅ 32ܣ଴ܤ଴ଶܣଵ݌ݖ௣ ൅ 8ܣ଴ܤ଴ଶܣଵݖ௣ ൅ 6ܣ଴ଶܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ ൅ 3ܣ଴ଶܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ ൅ 16ܣ଴ଶܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ ൅ 4ܣ଴ଶܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ
ൌ 1120ܰܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ ൅ 140ܰܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ െ 1680߭ܣଵݖ௣ 
4ሺ9 ൅ 4ݍሻܣ଴ଶܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ ൅ 8ሺ3 ൅ 4݌ሻܣ଴ܤ଴ଶܣଵݖ௣ ൅ 9ܣ଴ଶܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ ൌ 1120ܰܤ଴ܤଵݖ௤ା
ଵ
ସ െ 1680߭ܣଵݖ௣൅140ܰܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ 
En la ecuación de energía: 
 7ߜ଴ߜଵ ଴ܷᇱ ൅ 7ܷ଴ ߜ଴ߜଵᇱ ൅ 7ߜ଴ଶ ଵܷᇱ ൅ 7 ଵܷߜ଴ߜ଴ᇱ ൅ 2ߜ଴ଷܷ଴ᇱ ൅ 4ܷ଴ߜ଴ଶߜ଴ᇱ ൅ 7ߜ଴ߜଵܷ଴ᇱ ൅ 7ܷ଴ߜଵߜ଴ᇱ ൌ 0 
7 ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰ ሺܤଵݖ௤ሻ ൬12 ܣ଴ݖ
ିଵଶ൰ ൅ 7 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰ ሺܤଵݍݖ௤ିଵሻ ൅ 7 ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰
ଶ
ሺܣଵ݌ݖ௣ିଵሻ ൅ 7ሺܣଵݖ௣ሻ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰ ൬14 ܤ଴ݖ
ିଷସ൰ ൅ 2 ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰
ଷ
൬12 ܣ଴ݖ
ିଵଶ൰
൅ 4 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰ ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰
ଶ
൬14 ܤ଴ݖ
ିଷସ൰ ൅ 7 ൬ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൰ ሺܤଵݖ௤ሻ ൬12 ܣ଴ݖ
ିଵଶ൰ ൅ 7 ൬ܣ଴ݖ
ଵ
ଶ൰ ሺܤଵݖ௤ሻ ൬14 ܤ଴ݖ
ିଷସ൰ ൌ 0 
7
2 ܣ଴ܤ଴ܤଵݖ
௤ିଵସ ൅ 7ܣ଴ܤ଴ܤଵݍݖ௤ି
ଵ
ସ ൅ 7ܤ଴ଶܣଵ݌ݖ௣ି
ଵ
ଶ ൅ 74 ܤ଴
ଶܣଵݖ௣ି
ଵ
ଶ ൅ ܣ଴ܤ଴ଷݖ
ଵ
ସ ൅ ܣ଴ܤ଴ଷݖ
ଵ
ସ ൅ 72 ܣ଴ܤ଴ܤଵݖ
௤ିଵସ ൅ 74 ܣ଴ܤ଴ܤଵݖ
௤ିଵସ ൌ 0 
14ܣ଴ܤ଴ܤଵݖ௤ି
ଵ
ସ ൅ 28ܣ଴ܤ଴ܤଵݍݖ௤ି
ଵ
ସ ൅ 28ܤ଴ଶܣଵ݌ݖ௣ି
ଵ
ଶ ൅ 7ܤ଴ଶܣଵݖ௣ି
ଵ
ଶ ൅ 4ܣ଴ܤ଴ଷݖ
ଵ
ସ ൅ 4ܣ଴ܤ଴ଷݖ
ଵ
ସ ൅ 14ܣ଴ܤ଴ܤଵݖ௤ି
ଵ
ସ ൅ 7ܣ଴ܤ଴ܤଵݖ௤ି
ଵ
ସ ൌ 0 
7ሺ5 ൅ 4ݍሻܣ଴ܤ଴ܤଵݖ௤ି
ଵ
ସ ൅ 7ܤ଴ଶܣଵሺ1 ൅ 4݌ሻݖ௣ି
ଵ
ଶ ൅ 8ܣ଴ܤ଴ଷݖ
ଵ
ସ ൌ 0 
La dependencia de ݖ se elimina en estas ecuaciones si los exponentes ݌ y ݍ si cumplen que: 
ݍ ൅ 14 ൌ ݌ ൌ
3
4 
ݍ െ 14 ൌ ݌ െ
1
2 ൌ
1
4 
Que se resuelve satisfactoriamente para  
݌ ൌ 34 ,   ݍ ൌ
1
2 
Sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones para encontrar los coeficientes ܣଵ y ܤଵ: 
Momentum: 
4 ൬9 ൅ 4 · 12൰ ܣ଴
ଶܤ଴ܤଵݖ
ଵ
ଶା
ଵ
ସ ൅ 8 ൬3 ൅ 4 · 34൰ ܣ଴ܤ଴
ଶܣଵݖ
ଷ
ସ ൅ 9ܣ଴ଶܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ ൌ 1120ܰܤ଴ܤଵݖ
ଵ
ଶା
ଵ
ସ െ 1680߭ܣଵݖ
ଷ
ସ൅140ܰܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ 
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44ܣ଴ଶܤ଴ܤଵݖ
ଷ
ସ ൅ 48ܣ଴ܤ଴ଶܣଵݖ
ଷ
ସ ൅ 9ܣ଴ଶܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ ൌ 1120ܰܤ଴ܤଵݖ
ଷ
ସ െ 1680߭ܣଵݖ
ଷ
ସ൅140ܰܤ଴ଷݖ
ଷ
ସ 
Si   ܣ଴ܤ଴ଶ ൌ 80ߙ  tenemos: 
44ܣ଴ଶܤ଴ܤଵ െ 1120ܰܤ଴ܤଵ ൅ 48ሺ80ߙሻܣଵ ൅ 1680߭ܣଵ ൌ 140ܰܤ଴ଷ െ 9ܣ଴ଶܤ଴ଷ 
44ܣ଴ଶܤ଴ܤଵ െ 1120ܰܤ଴ܤଵ ൅ 3840ߙܣଵ ൅ 1680߭ܣଵ ൌ 140ܰܤ଴ଷ െ 9ሺܣ଴ܤ଴ଶሻܣ଴ܤ଴ 
4ܤ଴ሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻܤଵ ൅ 240ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻܣଵ ൌ 140ܰܤ଴ଷ െ 9ሺ80ߙሻܣ଴ܤ଴ 
240ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻܣଵ ൅ 4ܤ଴ሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻܤଵ ൌ 140ܰܤ଴ଷ െ 720ߙܣ଴ܤ଴ 
60ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻܣଵ ൅ ܤ଴ሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻܤଵ ൌ 5ܤ଴ሺ7ܰܤ଴ଶ െ 36ߙܣ଴ሻ 
Energía: 
7 ൬5 ൅ 4 · 12൰ ܣ଴ܤ଴ܤଵݖ
ଵ
ଶି
ଵ
ସ ൅ 7ܤ଴ଶܣଵ ൬1 ൅ 4 · 34൰ ݖ
ଷ
ସି
ଵ
ଶ ൅ 8ܣ଴ܤ଴ଷݖ
ଵ
ସ ൌ 0 
49ܣ଴ܤ଴ܤଵݖ
ଵ
ସ ൅ 28ܤ଴ଶܣଵݖ
ଵ
ସ ൅ 8ܣ଴ܤ଴ଷݖ
ଵ
ସ ൌ 0 
49ܣ଴ܤ଴ܤଵ ൅ 28ܤ଴ଶܣଵ ൅ 8ሺܣ଴ܤ଴ଶሻܤ଴ ൌ 0 
28ܤ଴ଶܣଵ ൅ 49ܣ଴ܤ଴ܤଵ ൌ െ8ሺ80ߙሻܤ଴ 
28ܤ଴ܣଵ ൅ 49ܣ଴ܤଵ ൌ െ640ߙ 
Resolviendo el sistema con incógnitas ܣଵ y ܤଵ: 
60ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻܣଵ ൅ ܤ଴ሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻܤଵ ൌ 5ܤ଴ሺ7ܰܤ଴ଶ െ 36ߙܣ଴ሻ 
28ܤ଴ܣଵ ൅ 49ܣ଴ܤଵ ൌ െ640ߙ 
Por la Regla de Cramer (determinantes): 
∆ൌ ฬ60ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻ ܤ଴ሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻ28ܤ଴ 49ܣ଴ ฬ ൌ 49ܣ଴ · 60ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻ െ 28ܤ଴ · ܤ଴ሺ11ܣ଴
ଶ െ 280ܰሻ 
∆ൌ 28ሾ105ܣ଴ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻ െ ܤ଴ଶሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻሿ ൌ 28ሾ1680ߙܣ଴ ൅ 735߭ܣ଴ െ 11ܣ଴ଶܤ଴ଶ ൅ 280ܰܤ଴ଶሿ 
∆ൌ 28ሾ1680ߙܣ଴ ൅ 735߭ܣ଴ െ 11ሺ80ߙሻܣ଴ ൅ 280ܰܤ଴ଶሿ ൌ 28ሾ1680ߙܣ଴ ൅ 735߭ܣ଴ െ 880ߙܣ଴ ൅ 280ܰܤ଴ଶሿ 
∆ൌ 28ሾ800ߙܣ଴ ൅ 735߭ܣ଴ ൅ 280ܰܤ଴ଶሿ ൌ 28 · 5ሾܣ଴ሺ160ߙ ൅ 147߭ሻ ൅ 56ܰܤ଴ଶሿ 
∆ൌ 140ሾܣ଴ሺ160ߙ ൅ 147߭ሻ ൅ 56ܰܤ଴ଶሿ 
∆ൌ 140 ቈ80ߙܤ଴ଶ ሺ160ߙ ൅ 147߭ሻ ൅ 56ܰܤ଴
ଶ቉ 
∆ൌ 1120ܤ଴ଶ ሾ10ߙሺ160ߙ ൅ 147߭ሻ ൅ 7ܰܤ଴
ସሿ 
Si: 
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ܤ଴ ൌ √240ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ 
ܤ଴ସ ൌ 240 ቀߙ߭ቁ
ଶ
൬20ߙ ൅ 21߭21ߙ ൰
߭ ଶ
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ 
݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻܤ଴ସ ൌ 240 ߙ
ଶ
߭ଶ ൬
20ߙ ൅ 21߭
21ߙ ൰ ߭ 
ଶ 
7ܰܤ଴ସ ൌ 80ߙሺ20ߙ ൅ 21߭ሻ 
Entonces: 
∆ൌ 1120ܤ଴ଶ ሾ10ߙሺ160ߙ ൅ 147߭ሻ ൅ 80ߙሺ20ߙ ൅ 21߭ሻሿ ൌ
11200
ܤ଴ଶ ሾߙሺ160ߙ ൅ 147߭ሻ ൅ 8ߙሺ20ߙ ൅ 21߭ሻሿ 
∆ൌ 11200ߙܤ଴ଶ ሺ160ߙ ൅ 147߭ ൅ 160ߙ ൅ 168߭ሻ ൌ
11200ߙ
ܤ଴ଶ ሺ320ߙ ൅ 315߭ሻ 
∆ൌ 56000ߙܤ଴ଶ ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ 
∆ܣଵ ൌ ฬ5ܤ଴ሺ7ܰܤ଴
ଶ െ 36ߙܣ଴ሻ ܤ଴ሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻെ640ߙ 49ܣ଴ ฬ ൌ 49ܣ଴ · 5ܤ଴ሺ7ܰܤ଴
ଶ െ 36ߙܣ଴ሻ െ ሺെ640ߙሻܤ଴ሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻ 
∆ܣଵ ൌ 5ܤ଴ሾ49ܣ଴ሺ7ܰܤ଴ଶ െ 36ߙܣ଴ሻ ൅ 128ߙሺ11ܣ଴ଶ െ 280ܰሻሿ ൌ 5ܤ଴ሺ343ܰܣ଴ܤ଴ଶ െ 1764ߙܣ଴ଶ ൅ 1408ߙܣ଴ଶ െ 35840ܰߙሻ 
∆ܣଵ ൌ 5ܤ଴ሾ343ܰሺ80ߙሻ െ 356ߙܣ଴ଶ െ 35840ܰߙሿ ൌ 20ܤ଴ሾ6860ܰߙ െ 89ߙܣ଴ଶ െ 8960ܰߙሿ 
∆ܣଵ ൌ െ20ߙܤ଴ሺ89ܣ଴ଶ ൅ 2100ܰሻ ൌ െ20ߙܤ଴ ൥89 ቆ80ߙܤ଴ଶ ቇ
ଶ
൅ 2100ܰ൩ 
∆ܣଵ ൌ െ20ߙܤ଴ ቈ89 · 6400ߙ
ଶ
ܤ଴ସ ൅ 2100ܰ቉ ൌ െ
2000ߙܤ଴
ܤ଴ସ ሺ5696ߙ
ଶ ൅ 3 · 7ܰܤ଴ସሻ 
∆ܣଵ ൌ െ 2000ߙܤ଴ଷ ሾ5696ߙ
ଶ ൅ 3 · 80ߙሺ20ߙ ൅ 21߭ሻሿ ൌ െ 16000ߙ
ଶ
ܤ଴ଷ ሾ712ߙ ൅ 30ሺ20ߙ ൅ 21߭ሻሿ 
∆ܣଵ ൌ െ 16000ߙ
ଶ
ܤ଴ଷ ሺ712ߙ ൅ 600ߙ ൅ 630߭ሻ ൌ െ
16000ߙଶ
ܤ଴ଷ ሺ1312ߙ ൅ 630߭ሻ 
∆ܣଵ ൌ െ 32000ߙ
ଶ
ܤ଴ଷ ሺ656ߙ ൅ 315߭ሻ 
∆ܤଵ ൌ ฬ60ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻ 5ܤ଴ሺ7ܰܤ଴
ଶ െ 36ߙܣ଴ሻ
28ܤ଴ െ640ߙ ฬ ൌ െ640ߙ · 60ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻ െ 28ܤ଴ · 5ܤ଴ሺ7ܰܤ଴
ଶ െ 36ߙܣ଴ሻ 
∆ܤଵ ൌ െ20ሾ1920ߙሺ16ߙ ൅ 7߭ሻ ൅ 7ܤ଴ଶሺ7ܰܤ଴ଶ െ 36ߙܣ଴ሻሿ ൌ െ20ሾ1920ߙሺ16ߙ ൅ 7߭ሻ ൅ 7 · 7ܰܤ଴ସ െ 252ߙܣ଴ܤ଴ଶሿ 
∆ܤଵ ൌ െ20ሾ1920ߙሺ16ߙ ൅ 7߭ሻ ൅ 7 · 80ߙሺ20ߙ ൅ 21߭ሻ െ 252ߙሺ80ߙሻሿ ൌ െ20 · 80ߙሾ24ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻ ൅ 7ሺ20ߙ ൅ 21߭ሻ െ 252ߙሿ 
∆ܤଵ ൌ െ1600ߙሾ24ሺ16ߙ ൅ 7߭ሻ ൅ 7ሺ20ߙ ൅ 21߭ሻ െ 252ߙሿ ൌൌ െ1600ߙሾ384ߙ ൅ 168߭ ൅ 140ߙ ൅ 147߭ െ 252ߙሿ 
∆ܤଵ ൌ െ1600ߙሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ 
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De esta manera: 
ܣଵ ൌ ∆ܣଵ∆ ൌ
െ 32000ߙଶܤ଴ଷ ሺ656ߙ ൅ 315߭ሻ
56000ߙ
ܤ଴ଶ ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ
ൌ െ 47
ሺ656ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ
ߙ
ܤ଴ ൌ െ
4
7
ሺ656ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ
ߙ
ට80ߙܣ଴
 
ܣଵ ൌ െ 47
ሺ656ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ
1
4 ቀ
ߙ
5ቁ
ଵ
ଶ ඥܣ଴ ൌ െ 17√5
ሺ656ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ߙ
ଵ
ଶඥܣ଴ 
࡭૚ ൌ െ √૞૜૞
ሺ૟૞૟ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ ࢻ
૚
૛ඥ࡭૙ 
ܤଵ ൌ ∆ܤଵ∆ ൌ
െ1600ߙሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
56000ߙ
ܤ଴ଶ ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ
ൌ െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴
ଶ 
࡮૚ ൌ
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ ࡮૙
૛ 
Número de Nusselt 
Un balance de calor en la interfase, ݎ ൌ ܴ, proporciona: 
ቌ
ܨ݈ݑ݆݋ ݀݁ ݈ܿܽ݋ݎ
ݍݑ݁ ݏ݈ܽ݁ ݌݋ݎ 
ܿ݋݊݀ݑܿܿ݅ó݊ ݌݋ݎ ݈ܽ ݌ܽݎ݁݀
ቍ ൌ ൭
ܨ݈ݑ݆݋ ݀݁ ݈ܿܽ݋ݎ 
ݍݑ݁ ݁݊ݐݎܽ ݌݋ݎ 
ܿ݋݊ݒ݁ܿܿ݅ó݊ ݈ܽ ݂݈ݑ݅݀݋
൱ 
ሶܳ ௖௢௡ௗ.หோ ൌ ሶܳ௖௢௡௩. 
െ ௙݇ܣ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ 
Despejando ݄: 
݄ ൌ െ ݇௙
௪ܶ െ ஶܶ
߲ܶ
߲ݎฬோ
 
Del perfil parabólico de temperatura asumido tenemos: 
ܶ െ ஶܶ
௪ܶ െ ஶܶ ൌ ൤1 െ
ݎ െ ܴ
ߜ்ሺݖሻ൨
ଶ
ൌ ൤1 െ ݎ െ ܴ∆ߜሺݖሻ൨
ଶ
 
Como se asumió que ∆ൌ 1 y despejando ܶ para derivar parcialmente respecto a la coordenada radial 
ܶ ൌ ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൤1 െ ݎ െ ܴߜሺݖሻ ൨
ଶ
൅ ஶܶ 
߲ܶ
߲ݎ ൌ 2ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൬1 െ
ݎ െ ܴ
ߜ ൰ ൬െ
1
ߜ൰ ൌ െ
2ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ߜ ൬1 െ
ݎ െ ܴ
ߜ ൰ 
Evaluando en ݎ ൌ ܴ: 
߲ܶ
߲ݎฬோ ൌ െ
2ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ߜ ൬1 െ
ܴ െ ܴ
ߜ ൰ ൌ െ
2ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ߜ  
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Entonces el coeficiente de transferencia de calor queda: 
݄ ൌ െ ௙݇
௪ܶ െ ஶܶ
߲ܶ
߲ݎฬோ
ൌ െ ݇௙
௪ܶ െ ஶܶ ቈെ
2ሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ
ߜ ቉ ൌ
2݇௙
ߜ  
Se había aproximado que  
ߜሺݖሻ ൎ ߜ଴ ൅ 1ܴ ߜଵ 
Donde se encontró: 
ߜ଴ ൌ ܤ଴ݖ
భ
ర      y     ߜଵ ൌ ܤଵݖ
భ
మ 
Así: 
ߜሺݖሻ ൎ ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൅ 1ܴ ܤଵݖ
ଵ
ଶ 
Por tanto el coeficiente local de transferencia de calor será 
݄ ൌ 2 ௙݇ߜ ൌ
2 ௙݇
ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൅ 1ܴ ܤଵݖ
ଵ
ଶ
 
con los valores de  
ܤଵ ൌ െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴
ଶ 
݄ ൌ 2 ௙݇
ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൅ 1ܴ ൤െ
1
35
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ଶ൨ ݖ
ଵ
ଶ
ൌ 2 ௙݇
ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൤1 െ 135ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ݖ
ଵ
ସ൨
 
como 
ܤ଴ ൌ √240ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ 
݄ ൌ 2 ௙݇ ቀ
߭
ߙቁ
ଵ
ଶ
√240ర ቀ2021 ൅
߭
ߙቁ
ଵ
ସ ൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ൨
ିଵସ ݖଵସ ൝1 െ 135ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ √240
ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ቀ2021 ൅
߭
ߙቁ
ଵ
ସ ൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ൨
ିଵସ ݖଵସൡ
 
݄ ൌ 2 ௙݇ ቀ
߭
ߙቁ
ଵ
ଶ
√240ర ቀ2021 ൅
߭
ߙቁ
ଵ
ସ ൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ൨
ିଵସ ݖିଷସݖ ൝1 െ 135ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ √240
ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ቀ2021 ൅
߭
ߙቁ
ଵ
ସ ൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ൨
ିଵସ ݖିଷସݖൡ
 
݄ ൌ 2 ௙݇
√240ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ቀ2021 ൅
߭
ߙቁ
ଵ
ସ ൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻݖଷ߭ ଶ ൨
ିଵସ ݖ ൝1 െ 135ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ √240
ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ቀ2021 ൅
߭
ߙቁ
ଵ
ସ ൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻݖଷ߭ ଶ ൨
ିଵସ ݖൡ
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ࢎሺࢠሻ ൌ ૛࢑ࢌࡼ࢘
૚
૛ࡳ࢘ࢠ
૚
૝
√૛૝૙૝ ቀ૛૙૛૚ ൅ ࡼ࢘ቁ
૚
૝ ࢠ ൝૚ െ √૛૝૙
૝
૜૞ࡾ
ሺ૛ૠ૛ ൅ ૜૚૞ࡼ࢘ሻ
ሺ૟૝ ൅ ૟૜ࡼ࢘ሻ ࡼ࢘
ି૚૛ ቀ૛૙૛૚ ൅ ࡼ࢘ቁ
૚
૝ ࡳ࢘ࢠ
ି૚૝ࢠൡ
 
Por tanto el Nusselt local será 
ܰݑ௭ ൌ ݄௭ݖ௙݇ ൌ
2 ௙݇ܲݎ
ଵ
ଶܩݎ௭
ଵ
ସ
√240ర ቀ2021 ൅ ܲݎቁ
ଵ
ସ ݖ ൝1 െ √240
ర
35ܴ
ሺ272 ൅ 315ܲݎሻ
ሺ64 ൅ 63ܲݎሻ ܲݎ
ିଵଶ ቀ2021 ൅ ܲݎቁ
ଵ
ସ ܩݎ௭
ିଵସݖൡ
ݖ
௙݇
 
ࡺ࢛ࢠ ൌ ૛ࡼ࢘
૚
૛ࡳ࢘ࢠ
૚
૝
√૛૝૙૝ ቀ૛૙૛૚ ൅ ࡼ࢘ቁ
૚
૝ ൝૚ െ √૛૝૙
૝
૜૞ࡾ
ሺ૛ૠ૛ ൅ ૜૚૞ࡼ࢘ሻ
ሺ૟૝ ൅ ૟૜ࡼ࢘ሻ ࡼ࢘
ି૚૛ ቀ૛૙૛૚ ൅ ࡼ࢘ቁ
૚
૝ ࡳ࢘ࢠ
ି૚૝ࢠൡ
 
Para hallar ahora el Nusselt promedio requerimos encontrar el coeficiente promedio de transferencia de calor por el teorema integral del valor 
medio, de esta forma: 
ത݄ ൌ 1ܮ න ݄ሺݖሻ݀ݖ
௅
଴
 
ത݄ ൌ 1ܮ න
2݇௙
ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൅ 1ܴ ܤଵݖ
ଵ
ଶ
݀ݖ
௅
଴
ൌ 2 ௙݇ܮ න
1
ܤ଴ݖ
ଵ
ସ ൬1 ൅ 1ܴ
ܤଵܤ଴ ݖ
ଵ
ସ൰
݀ݖ
௅
଴
 
Definiendo 
ܽ ൌ 1ܴ
ܤଵ
ܤ଴ 
ത݄ ൌ 2 ௙݇ܤ଴ܮ න
1
ݖଵସ ൬1 ൅ ܽݖଵସ൰
݀ݖ
௅
଴
 
Resolviendo la integral indefinida 
න 1
ݖଵସ ൬1 ൅ ܽݖଵସ൰
݀ݖ ൌ න 1
൬1 ൅ ܽݖଵସ൰
1
ݖଵସ
݀ݖ 
Por sustitución: 
ݑ ൌ 1 ൅ ܽݖଵସ 
݀ݑ ൌ 14 ܽݖ
ିଷସ݀ݖ 
De donde se despeja ݀ݖ 
݀ݖ ൌ 4ܽ ݖ
ଷ
ସ݀ݑ 
Se divide por ݖభర: 
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1
ݖଵସ
݀ݖ ൌ 4ܽ
ݖଷସ
ݖଵସ
݀ݑ 
1
ݖଵସ
݀ݖ ൌ 4ܽ ݖ
ଵ
ଶ݀ݑ 
De la sustitución despejamos ݖభమ: 
ݑ ൌ 1 ൅ ܽݖଵସ 
ݖଵସ ൌ ݑ െ 1ܽ  
ݖଵଶ ൌ ൬ݑ െ 1ܽ ൰
ଶ
 
Así el diferencial queda:  
1
ݖଵସ
݀ݖ ൌ 4ܽ ݖ
ଵ
ଶ݀ݑ ൌ 4ܽ ൬
ݑ െ 1
ܽ ൰
ଶ
݀ݑ 
Entonces sustituyendo  
ݑ ൌ 1 ൅ ܽݖଵସ 
1
ݖଵସ
݀ݖ ൌ 4ܽ ൬
ݑ െ 1
ܽ ൰
ଶ
݀ݑ 
en la integral se tiene: 
න 1
ݖଵସ ൬1 ൅ ܽݖଵସ൰
݀ݖ ൌ න 1ݑ
4
ܽ ൬
ݑ െ 1
ܽ ൰
ଶ
݀ݑ ൌ 4ܽଷ න
ݑଶ െ 2ݑ ൅ 1
ݑ ݀ݑ ൌ
4
ܽଷ න ቆ
ݑଶ
ݑ െ
2ݑ
ݑ ൅
1
ݑቇ ݀ݑ ൌ
4
ܽଷ න ൬ݑ െ 2 ൅
1
ݑ൰ ݀ݑ
ൌ 4ܽଷ ൤
1
2 ݑ
ଶ െ 2ݑ ൅ ݈݊|ݑ|൨ ൅ ܿ ൌ 4ܽଷ ቈ
1
2 ൬1 ൅ ܽݖ
ଵ
ସ൰
ଶ
െ 2 ൬1 ൅ ܽݖଵସ൰ ൅ ݈݊ ฬ1 ൅ ܽݖଵସฬ቉ ൅ ܿ
ൌ 2ܽଷ ൤1 ൅ 2ܽݖ
ଵ
ସ ൅ ܽଶݖଵଶ െ 4 െ 4ܽݖଵସ ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽݖଵସฬ൨ ൅ ܿ ൌ 2ܽଷ ൤ܽ
ଶݖଵଶ െ 2ܽݖଵସ െ 3 ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽݖଵସฬ൨ ൅ ܿ 
Retomando el problema inicial: 
ത݄ ൌ 2 ௙݇ܤ଴ܮ න
1
ݖଵସ ൬1 ൅ ܽݖଵସ൰
݀ݖ
௅
଴
ൌ 2 ௙݇ܤ଴ܮ
2
ܽଷ ൤ܽ
ଶݖଵଶ െ 2ܽݖଵସ െ 3 ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽݖଵସฬ൨
଴
௅
 
ത݄ ൌ 4 ௙݇ܽଷܤ଴ܮ ൤൬ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ െ 3 ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ൰ െ ൬ܽଶ · 0ଵଶ െ 2ܽ · 0ଵସ െ 3 ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽ0ଵସฬ൰൨ 
ത݄ ൌ 4 ௙݇ܽଷܤ଴ܮ ൤ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ െ 3 ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ ൅ 3൨ ൌ 4݇௙ܽଷܤ଴ܮ ൤ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ൨ 
Con  
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ܽ ൌ 1ܴ
ܤଵ
ܤ଴ 
ത݄ ൌ 4݇௙ܽଷܤ଴ܮ ൤ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ൨ ൌ 4 ௙݇
ቀ1ܴ
ܤଵܤ଴ቁ
ଷ
ܤ଴ܮ
ቈ൬1ܴ
ܤଵ
ܤ଴൰
ଶ
ܮଵଶ െ 2 ൬1ܴ
ܤଵ
ܤ଴൰ ܮ
ଵ
ସ ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ 1ܴ
ܤଵ
ܤ଴ ܮ
ଵ
ସฬ቉ 
ത݄ ൌ 4 ௙݇ܤ଴
ଶܴଷ
ܤଵଷܮ ቈ൬
1
ܴ
ܤଵ
ܤ଴൰
ଶ
ܮଵଶ െ 2 ൬1ܴ
ܤଵ
ܤ଴൰ ܮ
ଵ
ସ ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ 1ܴ
ܤଵ
ܤ଴ ܮ
ଵ
ସฬ቉ 
ത݄ ൌ 4 ௙݇ܤ଴
ଶܴଷ
ܤଵଷܮ
1
ܴଶ
ܤଵଶ
ܤ଴ଶ ܮ
ଵ
ଶ െ 4݇௙ܤ଴
ଶܴଷ
ܤଵଷܮ
2
ܴ
ܤଵ
ܤ଴ ܮ
ଵ
ସ ൅ 4 ௙݇ܤ଴
ଶܴଷ
ܤଵଷܮ 2݈݊ ฬ1 ൅
1
ܴ
ܤଵ
ܤ଴ ܮ
ଵ
ସฬ 
ത݄ ൌ 4݇௙ܴܮ
ିଵଶ
ܤଵ െ
8 ௙݇ܤ଴ܴଶܮି
ଷ
ସ
ܤଵଶ ൅
8݇௙ܤ଴ଶܴଷܮିଵ
ܤଵଷ ݈݊ ฬ1 ൅
1
ܴ
ܤଵ
ܤ଴ ܮ
ଵ
ସฬ 
Si 
ܤଵ ൌ െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴
ଶ 
ത݄ ൌ 4 ௙ܴ݇ܮ
ିଵଶ
െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ଶ
െ 8 ௙݇ܤ଴ܴ
ଶܮିଷସ
൤െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ଶ൨
ଶ ൅
8 ௙݇ܤ଴ଶܴଷܮିଵ
൤െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ଶ൨
ଷ ݈݊ ተ1 ൅
1
ܴ
൤െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ଶ൨
ܤ଴ ܮ
ଵ
ସተ 
ࢎഥ ൌ െ૚૝૙࢑ࢌࡾ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏
૚
࡮૙૛ࡸ
૚
૛
െ ૢૡ૙૙࢑ࢌࡾ૛ ൬ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏൰
૛ ૚
࡮૙૜ࡸ
૜
૝
െ ૛ૡ૙࢑ࢌࡾ૜ ൬ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏൰
૜ ૚
࡮૙૝ࡸ ࢒࢔ ቤ૚ െ
૚
૜૞ࡾ
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ ࡮૙ࡸ
૚
૝ቤ 
donde 
ܤ଴ ൌ √240ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ 
El Nusselt promedio será entonces: 
ܰݑതതതത ൌ ത݄ܮ
௙݇
ൌ ቎െ140 ௙ܴ݇ 64ߙ ൅ 63߭272ߙ ൅ 315߭
1
ܤ଴ଶܮ
ଵ
ଶ
െ 9800 ௙ܴ݇ଶ ൬ 64ߙ ൅ 63߭272ߙ ൅ 315߭൰
ଶ 1
ܤ଴ଷܮ
ଷ
ସ
െ 280 ௙ܴ݇ଷ ൬ 64ߙ ൅ 63߭272ߙ ൅ 315߭൰
ଷ 1
ܤ଴ସܮ ݈݊ ቤ1 െ
1
35ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ܮ
ଵ
ସቤ൩ ܮ
௙݇
 
ࡺ࢛തതതത ൌ െ૚૝૙ࡾ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏
૚
࡮૙૛ࡸି
૚
૛
െ ૢૡ૙૙ࡾ૛ ൬ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏൰
૛ ૚
࡮૙૜ࡸି
૚
૝
െ ૛ૡ૙ࡾ૜ ൬ ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏൰
૜ ૚
࡮૙૝ ࢒࢔ ቤ૚ െ
૚
૜૞ࡾ
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ ࡮૙ࡸ
૚
૝ቤ 
una expresión más sencilla consiste en tomar el valor promedio del coeficiente de transferencia una aproximación para el logaritmo natural, y 
retomando: 
ത݄ ൌ 4 ௙݇ܽଷܤ଴ܮ ൤ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ൨ 
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Si se tiene que 
lnሺ1 ൅ ܺሻ ൌ ෍ ሺെ1ሻ
௡ାଵ
݊ ܺ
௡
ஶ
௡ୀଵ
ൌ ܺ െ 12 ܺ
ଶ ൅ 13 ܺ
ଷ െ 14 ܺ
ସ ൅ ڮ 
Para |ܺ| ൑ 1 
Aplicando esto a: 
݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ 
Si  
ฬܽܮଵସฬ ൑ 1 
ฬ1ܴ
ܤଵ
ܤ଴ ܮ
ଵ
ସฬ ൑ 1 
ቤ 1ܴܤ଴ ቈെ
1
35
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴
ଶ቉ ܮଵସቤ ൑ 1 
ቤ 135ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ܮ
ଵ
ସቤ ൑ 1 
ቮ 135ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ √240
ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ൬2021 ൅
߭
ߙ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ ܮଵସቮ ൑ 1 
1
35ܴ
ሺ272 ൅ 315ܲݎሻ
ሺ64 ൅ 63ܲݎሻ √240
ర ܲݎିଵଶ ൬20 ൅ 21ܲݎ21 ൰
ଵ
ସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ቉
ିଵସ ܮିଷସܮ ൑ 1 
ܮ
35ܴ
ሺ272 ൅ 315ܲݎሻ
ሺ64 ൅ 63ܲݎሻ ඨ
80
7
ర ܲݎିଵଶሺ20 ൅ 21ܲݎሻଵସ ቈ݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻܮ
ଷ
߭ ଶ ቉
ିଵସ ൑ 1 
ࡸ
ࡾ ൑ ૜૞ඨ
ૠ
ૡ૙
૝ ሺ૟૝ ൅ ૟૜ࡼ࢘ሻࡼ࢘૚૛ࡳ࢘ି૚૝
ሺ૛ૠ૛ ൅ ૜૚૞ࡼ࢘ሻሺ૛૙ ൅ ૛૚ࡼ࢘ሻ૚૝
 
Bajo este criterio se expresar que: 
݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ ൌ ෍ ሺെ1ሻ
௡ାଵ
݊ ൬ܽܮ
ଵ
ସ൰
௡ஶ
௡ୀଵ
ൌ ܽܮଵସ െ 12 ൬ܽܮ
ଵ
ସ൰
ଶ
൅ 13 ൬ܽܮ
ଵ
ସ൰
ଷ
െ 14 ൬ܽܮ
ଵ
ସ൰
ସ
൅ 15 ൬ܽܮ
ଵ
ସ൰
ହ
… 
Aproximando a los cuatro primeros términos: 
݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ ൎ ෍ ሺെ1ሻ
௡ାଵ
݊ ܽ
௡ܮ௡ସ
ସ
௡ୀଵ
ൌ ܽܮଵସ െ 12 ܽ
ଶܮଵଶ ൅ 13 ܽ
ଷܮଷସ െ 14 ܽ
ସܮ 
Reemplazando en la expresión del coeficiente promedio: 
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ത݄ ൌ 4 ௙݇ܽଷܤ଴ܮ ൤ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ ൅ 2݈݊ ฬ1 ൅ ܽܮଵସฬ൨ ൌ 4݇௙ܽଷܤ଴ܮ ൤ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ ൅ 2 ൬ܽܮଵସ െ 12 ܽ
ଶܮଵଶ ൅ 13 ܽ
ଷܮଷସ െ 14 ܽ
ସܮ ൅ ڮ ൰൨ 
ത݄ ൌ 4 ௙݇ܽଷܤ଴ܮ ൬ܽ
ଶܮଵଶ െ 2ܽܮଵସ ൅ 2ܽܮଵସ െ ܽଶܮଵଶ ൅ 23 ܽ
ଷܮଷସ െ 24 ܽ
ସܮ ൅ ڮ ൰ ൌ 4 ௙݇ܽଷܤ଴ܮ ൬
2
3 ܽ
ଷܮଷସ െ 12 ܽ
ସܮ ൅ ڮ ൰ 
ത݄ ൌ 4 ௙݇ܽଷܤ଴ܮ ൬
2
3 ܽ
ଷܮଷସ െ 12 ܽ
ସܮ ൅ ڮ ൰ ൌ 4 ௙݇ܽଷܤ଴ܮ ൬
2
3 ܽ
ଷܮଷସ െ 12 ܽ
ସܮ ൅ ڮ ൰ ൌ 83
݇௙
ܤ଴ ܮ
ିଵସ െ 2݇௙ܤ଴ ܽ ൅ ڮ 
ത݄ ൌ 83
௙݇
ܤ଴ ܮ
ିଵସ െ 2 ௙݇ܤ଴
1
ܴ
ܤଵ
ܤ଴ ൌ
8
3
݇௙
ܤ଴ ܮ
ିଵସ െ 2݇௙ܴ
ܤଵ
ܤ଴ଶ ൅ ڮ ൌ 
ത݄ ൌ 83
௙݇
ܤ଴ ܮ
ିଵସ െ 2݇௙ܴ
൤െ 135
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ܤ଴ଶ൨
ܤ଴ଶ ൅ ڮ ൌ
8
3
௙݇
ܤ଴ ܮ
ିଵସ ൅ 2݇௙35ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ 
ത݄ ൌ 83
௙݇
√240ర ቀ߭ߙቁ
ିଵଶ ቀ2021 ൅
߭
ߙቁ
ଵ
ସ ൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ൨
ିଵସ
ܮିଵସ ൅ 2݇௙35ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ 
ത݄ ൌ 83
݇௙ܲݎ
ଵ
ଶ ൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ߭ ଶ ൨
ଵ
ସ ܮଷସܮିଵ
√240ర ቀ2021 ൅ ܲݎቁ
ଵ
ସ
൅ 2 ௙݇35ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ 
ത݄ ൌ 83
݇௙ܲݎ
ଵ
ଶ ൤݃ߚሺ ௪ܶ െ ஶܶሻܮଷ߭ ଶ ൨
ଵ
ସ
√240ర ቀ20 ൅ 21ܲݎ21 ቁ
ଵ
ସ ܮ
൅ 2 ௙݇35ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ 
ത݄ ൌ ௙݇ ൦83 ඨ
21
240
ర ܲݎଶସܩݎ௅
ଵ
ସ
ሺ20 ൅ 21ܲݎሻଵସܮ
൅ 235ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ ൪ 
ത݄ ൌ ݇௙ ቐ83 ቈ
7
80
ܲݎଶܩݎ௅
ሺ20 ൅ 21ܲݎሻ቉
ଵ
ସ 1
ܮ ൅
2
35ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ ቑ 
ത݄ ൌ ௙݇ ቐ4 · 23 ቈ
7
80
ܲݎଶܩݎ௅
ሺ20 ൅ 21ܲݎሻ቉
ଵ
ସ 1
ܮ ൅
2
35ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ ቑ 
ത݄ ൌ ݇௙ ቐ43 ቈ
7 · 2ସ
80
ܲݎଶܩݎ௅
ሺ20 ൅ 21ܲݎሻ቉
ଵ
ସ 1
ܮ ൅
2
35ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ ቑ 
ࢎഥ ൌ ࢑ࢌ ቐ૝૜ ቈ
ૠ
૞
ࡼ࢘૛ࡳ࢘ࡸ
ሺ૛૙ ൅ ૛૚ࡼ࢘ሻ቉
૚
૝ ૚
ࡸ ൅
૛
૜૞ࡾ
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ ൅ ڮ ቑ 
 
Hallando el Nusselt promedio: 
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ܰݑതതതത ൌ ത݄ܮ
௙݇
ൌ ௙݇ ቐ43 ቈ
7
5
ܲݎଶܩݎ௅
ሺ20 ൅ 21ܲݎሻ቉
ଵ
ସ 1
ܮ ൅
2
35ܴ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ ቑ
ܮ
௙݇
 
ࡺ࢛തതതത ൌ ૝૜ ቈ
ૠ
૞
ࡼ࢘૛ࡳ࢘ࡸ
ሺ૛૙ ൅ ૛૚ࡼ࢘ሻ቉
૚
૝
൅ ૛૜૞
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ
ࡸ
ࡾ ൅ ڮ 
Si se expresa en función del diámetro, ܦ, amplificando el segundo término por 2 
ܰݑതതതത ൌ 43 ቈ
7
5
ܲݎଶܩݎ௅
ሺ20 ൅ 21ܲݎሻ቉
ଵ
ସ ൅ 4ܮ35ሺ2ܴሻ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ ൌ
4
3 ቈ
7
5
ܲݎଶܩݎ௅
ሺ20 ൅ 21ܲݎሻ቉
ଵ
ସ ൅ 4ܮ35ܦ
ሺ272ߙ ൅ 315߭ሻ
ሺ64ߙ ൅ 63߭ሻ ൅ ڮ 
ࡺ࢛തതതത ൌ ૝૜ ቈ
ૠ
૞
ࡼ࢘૛ࡳ࢘ࡸ
ሺ૛૙ ൅ ૛૚ࡼ࢘ሻ቉
૚
૝
൅ ૝૜૞
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ
ࡸ
ࡰ ൅ ڮ ൌ
૝
૜ ൤
ૠ
૞
ࡾࢇࡸࡼ࢘
ሺ૛૙ ൅ ૛૚ࡼ࢘ሻ൨
૚
૝ ൅ ૝૜૞
ሺ૛ૠ૛ࢻ ൅ ૜૚૞࣏ሻ
ሺ૟૝ࢻ ൅ ૟૜࣏ሻ
ࡸ
ࡰ ൅ ڮ 
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APENDICE B 
 
CONSTRUCCIÓN DEL MODELO PARA EL TERMÓMETRO: FLUIDO TERMOMÉTRICO 
Se deduce ቀడ௨డ்ቁ௉ ൌ ܿ௉ െ ܲvߢ 
De la siguiente manera, 
dado que 
h ൌ ݑ ൅ ܲv 
derivando parcialmente respecto a ܶ a ܲ constante se tiene: 
൬߲h߲ܶ൰௉ ൌ ൬
߲ݑ
߲ܶ൰௉ ൅ ܲ ൬
߲v
߲ܶ൰௉ 
se define que  
൬߲h߲ܶ൰௉ ൌ ܿ௉ 
ߢ ൌ 1
v
൬߲v߲ܶ൰௉ ׵ ൬
߲v
߲ܶ൰௉ ൌ ߢv 
Luego:  
ܿ௉ ൌ ൬߲ݑ߲ܶ൰௉ ൅ ܲߢv 
Despejando:  
൬߲ݑ߲ܶ൰௉ ൌ ܿ௉ െ ܲvߢ 
 
Balance de energía en el volumen de control 
Balance de Energía aplicado a un volumen macroscópico de control (Robert W. Fox y Alan T. McDonald “Introduction to Mechanics” segunda 
edición, 1978 John Wiley & Sons)  
ሶܳ ൅ ሶܹ௦ ൅ ሶܹ ௖௢௥௧௔௡௧௘ ൌ ߲߲ݐ න ൬ݑ ൅
1
2 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
׊
ߩ݀׊ ൅ න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩݒԦ
ௌ
· ݀ܣറ 
Que es la primera ley de la termodinámica donde se representan los siguientes términos: 
ቌ
݂݈ݑ݆݋ݏ ݀݁ 
݁݊݁ݎ݃íܽ 
ݐݎܽ݊ݏ݂݁ݎܾ݈݅݁
ቍ ൌ ൭
ܽܿݑ݉ݑ݈ܽܿ݅ó݊: ܾܿܽ݉݅݋ݏ ݀݁ 
݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݕ ݉݁ܿá݊݅ܿܽ 
݈݀݁ ݏ݅ݏݐ݁݉ܽ
൱ ൅ ൭
݁݊݁ݎ݃íܽ ݀݁ ݈ܽݏ ܿ݋ݎݎ݅݁݊ݐ݁ݏ 
݉ܽݐ݁ݎ݈݅ܽ݁ݏ ݀݁ ݁݊ݐݎܽ݀ܽ ݕ 
ݏ݈ܽ݅݀ܽ ݈ܽ ݏ݅ݏݐ݁݉ܽ
൱ 
ሶܳ : ܨ݈ݑ݆݋ ݀݁ ܥ݈ܽ݋ݎ ݍݑ݁ ܽݐݎܽݒ݅݁ݏܽ ݈ܽ ݏݑ݌݁ݎ݂݅ܿ݅݁ ݀݁ ܿ݋݊ݐݎ݋݈  
ሶܹ ௦: ܨ݈ݑ݆݋ ݀݁ ܶݎܾ݆ܽܽ݋ ܾ݀݁݅݀݋ ܽ ݌݅݁ݖܽݏ ݉óݒ݈݅݁ݏ ݀݁݊ݐݎ݋ ݈݀݁ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݀݁ ܿ݋݊ݐݎ݋݈ 
ሶܹ ௖௢௥௧௔௡௧௘: ܨ݈ݑ݆݋ ݀݁ ܶݎܾ݆ܽܽ݋ ܾ݀݁݅݀݋ ݁ݏ݂ݑ݁ݎݖ݋ݏ ܿ݋ݎݐܽ݊ݐ݁ݏ ݋ ݐ݈ܽ݊݃݁݊ܿ݅ܽ݁ݏ ݏ݋ܾݎ݁ ݈ܽ ݏݑ݌݁ݎ݂݅ܿ݅݁ ݀݁ ܿ݋݊ݐݎ݋݈ 
 ݒ௦: ܸ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݍݑ݁ ܽݐݎܽݒ݅݁ݏܽ ݈ܽ ݏݑ݌݁ݎ݂݅ܿ݅݁ ݀݁ ܿ݋݊ݐݎ݋݈ 
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ݒ: ܸ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݈݂݈݀݁ݑ݅݀݋ ݀݁݊ݐݎ݋ ݈݀݁ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݀݁ ܿ݋݊ݐݎ݋݈  
ߩ: ܦ݁݊ݏ݅݀ܽ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ 
ݒԦ: ܸ݁ܿݐ݋ݎ ܸ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ 
ݖ: ܣ݈ݐݑݎܽ ݌ܽݎܽ ݈ܽ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݌݋ݐ݈݁݊ܿ݅ܽ ݀݁ ݈݋ݏ ݂݈ݑ݆݋ݏ 
FLUJO DE CALOR,  ሶܳ  
El flujo de calor,  ሶܳ  es principalmente por convección ya que la radiación es despreciable porque el ∆ܶ (entre la temperatura del medio  ∞ܶ ൌ ௠ܶ 
y la temperatura de pared, es decir la de la superficie de control,  ௪ܶ) es bajo.  
Se tiene entonces que por la Ley de Enfriamiento de Newton:  
ሶܳ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ 
Donde ݄, es el coeficiente de transferencia de calor convectivo del medio circundante; ܣ es el área transversal al flujo, área que corresponde a 
la de la superficie de control. 
Se supone que la resistencia conductiva de la pared es despreciable y por tanto la temperatura del seno del mercurio, ܶ, es próxima a la 
temperatura de la pared, ܶ ൎ ௪ܶ, donde  ௪ܶ es la temperatura de pared. 
Definiendo ܣ௕ como el área de transferencia de calor, ܣ, la cual corresponde al área lateral del cilindro.  
La Ley de Enfriamiento de Newton queda: 
ሶܳ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ 
ሶܳ ൎ ݄ܣሺܶ െ ௠ܶሻ 
௪ܶ െ ∞ܶ 
ܶ െ ௠ܶ 
Ahora, si la resistencia de la pared no es despreciable, tendríamos que hallar el circuito equivalente entre las dos temperaturas: 
 
 
Ahora como se considera que  ௠ܶ ൐ ܶ (El termómetro se va a calentar), para que  ሶܳ ൐ 0 se escribe: 
ሶܳ ൌ ݄ܣሺ ௠ܶ െ ܶሻ 
FLUJO DE TRABAJO,  ሶܹ  
ሶܹ ൌ ௦ܹሶ ൅ ሶܹ ௖௢௥௧௔௡௧௘ 
Siendo  ሶܹ ௖௢௥௧௔௡௧௘ ൌ 0  como no hay esfuerzos tangenciales sobre la superficie de control 
Y el trabajo debido a piezas móviles: 
ሶܹ ௦ ൌ ሺ ሶܹ ௘௝௘௦ െ ሶܹ ௘௫௣௔௡௦௜ó௡ሻ 
Donde: 
ሶܹ ௘௝௘௦ ൌ 0 ya que no hay ejes que atraviesen la frontera del sistema. 
y  ሶܹ ௘௫௣௔௡௦௜ó௡ ൌ ௗௐ೐ೣ೛ೌ೙ೞ೔ó೙ௗ௧ ൌ
௉ௗ׊
ௗ௧ ൌ ܲ
ௗ׊
ௗ௧ ൌ ܲ׊ሶ  
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Luego: 
ሶܹ ௦ ൌ ൫ ሶܹ ௘௝௘௦ െ ሶܹ ௘௫௣௔௡௦௜ó௡൯ 
ሶܹ ௦ ൌ ൬0 െ ܲ ݀׊݀ݐ ൰ ൌ െܲ
݀׊
݀ݐ  
Finalmente, el único trabajo es el debido a la expansión: 
ሶܹ ൌ ௦ܹሶ ൅ ሶܹ ௖௢௥௧௔௡௧௘ ൌ െܲ ݀׊݀ݐ ൅ 0 ൌ െܲ
݀׊
݀ݐ  
CAMBIOS DE ENERGÍA DEL SISTEMA 
Los cambios de energía potencial son despreciables comparados con los cambios de energía cinética y energía interna del volumen de control. 
߲
߲ݐ න ሺ݃ݖሻ׊ ߩ݀׊ا
߲
߲ݐ න ൬ݑ ൅
1
2 ݒ
ଶ൰
׊
ߩ݀׊ 
Y también  
డ
డ௧ ׬ ሺ݃ݖሻ׊ ߩ݀׊ൌ 0 (El sistema está en estado permanente, ∆ܧ஼ ൌ ∆ܧ௉ ൌ 0) 
Como no hay flujo de masa que atraviese la superficie de control, se tiene: 
׬ ቀݑ ൅ ௉ఘ ൅
ଵ
ଶ ݒ௦ଶ ൅ ݃ݖቁ ߩݒԦௌ · ݀ܣറ ൌ 0  
De esta manera tenemos: 
 
Balance global: en todo el termómetro 
 
 
ሶܳ ൅ ሶܹ ൌ ݀ܧ௦௜௦݀ݐ  
ሶܳ ൅ ሶܹ ൌ ݀݀ݐ ሾܧ஼ ൅ ܷሿ 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ െ ܲ ݀׊݀ݐ ൌ
߲
߲ݐ න ൬ݑ ൅
1
2 ݒ
ଶ൰
׊
ߩ݀׊ 
Dado que el sistema,׊, se compone de dos subsistemas ׊௖  y ׊௕: 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ߲߲ݐ ቈන ൬ݑ ൅
1
2 ݒ
ଶ൰
׊೎
ߩ݀׊ ൅ න ൬ݑ ൅ 12 ݒ
ଶ൰
׊ ್
ߩ݀׊቉ ൅ ܲ ݀׊݀ݐ  
si ቀݑ ൅ ଵଶ ݒଶቁ ߩ es constante como ݑ ൌ ݑሺܶሻ y ׊ es isotérmico y por ende en  cada volumen de control  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ߲߲ݐ ቈ൬ݑ ൅
1
2 ݒ௖
ଶ൰ ߩ න ݀׊
׊೎
൅ ൬ݑ ൅ 12 ݒ௕
ଶ൰ ߩ න ݀׊
׊್
቉ ൅ ܲ ݀׊݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ߲߲ݐ ൤൬ݑ ൅
1
2 ݒԦ௖ · ݒԦ௖൰ ߩ׊௖ ൅ ൬ݑ ൅
1
2 ݒԦ௕ · ݒԦ௕൰ ߩ׊௕൨ ൅ ܲ
݀׊
݀ݐ  
Entonces, como  
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ߩ ൌ ݉׊ ׵ ݉ ൌ ߩ׊ 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ߲߲ݐ ൤൬ݑ ൅
1
2 ݒԦ௖ · ݒԦ௖൰ ݉௖ ൅ ൬ݑ ൅
1
2 ݒԦ௕ · ݒԦ௕൰ ݉௕൨ ൅ ܲ
݀׊
݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ߲߲ݐ ൤ݑሺ݉௖ ൅ ݉௕ሻ ൅
1
2 ݒԦ௖ · ݒԦ௖݉௖ ൅
1
2 ݒԦ௕ · ݒԦ௕݉௕൨ ൅ ܲ
݀׊
݀ݐ  
ya que ܯ ൌ ݉௖ ൅ ݉௕   y  ݑ ൎ ݑ௥ ൅ ܿ௩ሺܶ െ ௥ܶሻ y como es un líquido: ܿ௩ ՜ ܿ௣  entonces: ݑ ൎ ݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ߲߲ݐ ൜ܯൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ ൅
1
2 ݒԦ௖ · ݒԦ௖݉௖ ൅
1
2 ݒԦ௕ · ݒԦ௕݉௕ൠ ൅ ܲ
݀׊
݀ݐ  
donde 
݄: ܿ݋݂݁݅ܿ݅݁݊ݐ݁ ݀݁ ݈ܿܽ݋ݎ ܿ݋݊ݒ݁ܿݐ݅ݒ݋ 
௠ܶ ൌ ∞ܶ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ݀݁ ݁ݍݑ݈ܾ݅݅ݎ݅݋ ݁݊ ݈݁ ݉݁݀݅݋ 
ܶ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ݁݊ ݑ݊ ݅݊ݏݐܽ݊ݐ݁ ݀ܽ݀݋ 
௥ܶ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ݀݁ ݎ݂݁݁ݎ݁݊ܿ݅ܽ 
ܯ: ݉ܽݏܽ ݐ݋ݐ݈ܽ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋  
݉௕: ݉ܽݏܽ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋ 
݉௖: ݉ܽݏܽ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ 
݉௕: ݉ܽݏܽ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋ 
ܿ௣: ݈ܿܽ݋ݎ ݁ݏ݌݁ܿí݂݅ܿ݋ ܽ ݌ݎ݁ݏ݅ó݊ ܿ݋݊ݏݐܽ݊ݐ݁ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ 
ݒԦ௕: ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋ 
ݒԦ௖: ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ 
ܲ: ݌ݎ݁ݏ݅ó݊ ݁݊ ݈ܽ ݏݑ݌݁ݎ݂݅ܿ݅݁ ݈ܾ݅ݎ݁ ݈݀݁ ݈íݍݑ݅݀݋ 
׊: ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ 
: ݀݁݊ݏ݅݀ܽ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ 
ݐ: ݐ݅݁݉݌݋ 
 
El término de la energía cinética es despreciable respecto al de energía interna. Se tiene que:  
ܯൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ ب ଵଶ ݒԦ௖ · ݒԦ௖݉௖ ൅
ଵ
ଶ ݒԦ௕ · ݒԦ௕݉௕   
Así de esta manera: 
ܯൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ ൅ 12 ݒԦ௖ · ݒԦ௖݉௖ ൅
1
2 ݒԦ௕ · ݒԦ௕݉௕ ൎ ܯൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ 
Por lo que la ecuación de balance se escribe como: 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ߲߲ݐ ቂܯൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ቃ ൅ ܲ
݀׊
݀ݐ  
Desarrollando la derivación: 
238 
 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܯܿ௣ ݀ܶ݀ݐ ൅ ܲ
݀׊
݀ݐ  
Ecuación que describe el balance global. 
Llevando esta ecuación en términos adimensionales: 
Variables adimensionales:  
ߠ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
ߠ ൌ ೘்ି்
೘்ି బ்  
donde  ଴ܶ: ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ ݁݊ ݈݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ 
߬: ݐ݅݁݉݌݋ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ 
߬ ൌ ݐݐ௠ 
donde  
 ݐ௠: ݐ݅݁݉݌݋ ݁݊ ݈݁ ݍݑ݁ ݈݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ ݈ܽܿܽ݊ݖܽ ݈ܽ ݐ݁݉݌݁ݎܽݐݑݎܽ ݀݁ ݁ݍݑ݈ܾ݅݅ݎ݅݋ ݁݊ ݈݁ ݉݁݀݅݋, ௠ܶ 
Relacionemos ahora ௗ்ௗ௧  con 
ௗఏ
ௗఛ: 
Derivando cada variable adimensional: 
݀ ൤ߠ ൌ ௠ܶ െ ܶ
௠ܶ െ ଴ܶ൨ 
݀ߠ ൌ െ 1
௠ܶ െ ଴ܶ ݀ܶ 
݀ܶ ൌ െሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ݀ߠ 
݀ ൤߬ ൌ ݐݐ௠൨ 
݀߬ ൌ 1ݐ௠ ݀ݐ 
݀ݐ ൌ ݐ௠݀߬ 
Luego:  
݀ܶ
݀ݐ ൌ
െሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ݀ߠ
ݐ௠݀߬ ൌ െ
௠ܶ െ ଴ܶ
ݐ௠
݀ߠ
݀߬  
Definiendo otra variable adimensional 
߭: ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ܽ݀݅݉݁݊ݏ݅݋݈݊ܽ ݋ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ 
߭ ൌ ׊׊଴ 
Derivando: 
݀ ൤߭ ൌ ׊׊଴൨ 
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݀߭ ൌ 1׊଴ ݀׊ 
݀׊ൌ ׊଴݀߭ 
Así se tiene: 
݀׊
݀ݐ ൌ
׊଴݀߭
ݐ௠݀߬ ൌ
׊଴
ݐ௠
݀߭
݀߬ 
 
 
Reemplazando estos diferenciales en la ecuación de balance global: 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܯܿ௣ ݀ܶ݀ݐ ൅ ܲ
݀׊
݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܯܿ௣ ൤െ ௠ܶ െ ଴ܶݐ௠
݀ߠ
݀߬൨ ൅ ܲ
׊଴
ݐ௠
݀߭
݀߬ 
multiplicando por  ௧೘ெ௖೛ሺ ೘்ି బ்ሻ  
ݐ௠
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ
ݐ௠
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ܯܿ௣ ൤െ
௠ܶ െ ଴ܶ
ݐ௠
݀ߠ
݀߬൨ ൅
ݐ௠
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ܲ
׊଴
ݐ௠
݀߭
݀߬ 
 
Organizando: 
݄ܣ௕ݐ௠
ܯܿ௣
ሺ ௠ܶ െ ܶሻ
ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ൌ െ
݀ߠ
݀߬ ൅
ܲ׊଴
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
݀߭
݀߬ 
݄ܣ௕ݐ௠
ܯܿ௣ ߠ ൌ െ
݀ߠ
݀߬ ൅
ܲ׊଴
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
݀߭
݀߬ 
Y definiendo los números adimensionales: 
ܤ݅ ൌ ௛஺್௧೘ெ௖ು ൌ
௙௟௨௝௢ ௖௢௡௩௘௖௧௜௩௢
௩௘௟௢௖௜ௗ௔ௗ ௗ௘ ௖௔௠௕௜௢ ௗ௘ ௟௔ ௘௡௘௥௚í௔ ௜௡௧௘௥௡௔ ௧௢௧௔௟    
߱ ൌ ܲ׊଴ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ൌ
݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݐݎܾ݆ܽܽ݋ ݀݁ ݂ݎ݋݊ݐ݁ݎܽ ݉óݒ݈݅
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݐ݋ݐ݈ܽ 
 
Así la ecuación adimensional queda: 
ܤ݅ߠ ൌ െ ݀ߠ݀߬ ൅ ߱
݀߭
݀߬ 
ahora se desglosa el factor  ௗజௗఛ en función de la altura de la columna: 
Definiendo los subíndices: 
ܾ: ܾݑ݈ܾ݋ 
ܿ: ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ 
Para el volumen, ׊, del sistema se tiene:  
׊ൌ ׊௕ ൅ ׊௖ 
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y dado que para un cilindro 
׊ൌ ܣݔ 
siendo ܣ: áݎ݁ܽ ݀݁ ݏ݁ܿܿ݅ó݊ ݐݎܽ݊ݏݒ݁ݎݏ݈ܽ  y ݔ: ݈ܽݐݑݎܽ ݋ ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ 
para que así: 
׊ൌ ܣ௕ݔ௕ ൅ ܣ௖ݔ௖ 
y definiendo la condición inicial tanto para el bulbo como para la columna:   
׊௕଴ൌ ܣ௕ݔ௕଴,    ׊௖଴ൌ ܣ௖ݔ௖଴ 
donde tanto ܣ௕ como ܣ௖  son invariantes con el tiempo, se despejan:  
ܣ௕ ൌ ׊್బ௫್బ,  ܣ௖ ൌ
׊೎బ
௫೎బ 
para reemplazar en la expresión de balance de volúmenes: 
׊ൌ ׊௕଴ݔ௕଴ ݔ௕ ൅
׊௖଴
ݔ௖଴ ݔ௖ ൌ ׊௕଴
ݔ௕
ݔ௕଴ ൅ ׊௖଴
ݔ௖
ݔ௖଴ 
dividiendo entre ׊଴ queda: 
׊
׊଴ ൌ
׊௕଴
׊଴
ݔ௕
ݔ௕଴ ൅
׊௖଴
׊଴
ݔ௖
ݔ௖଴ 
Retomando la definición de volumen adimensional  ߭ ൌ ׊׊బ  podemos establecer para la condición inicial: 
߭௕଴ ൌ ׊್బ׊బ    y   ߭௖଴ ൌ
׊೎బ
׊బ  
donde 
߭௕଴: ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋ ݈݀݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ ݎ݁ݏ݌݁ܿݐ݋ ݈ܽ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݐ݋ݐ݈ܽ ݌ܽݎܽ ݈ܽ ܿ݋݊ܿ݅ܿ݅ó݊ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ  
߭௖଴: ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ ݈݀݁ ݐ݁ݎ݉ó݉݁ݐݎ݋ ݎ݁ݏ݌݁ܿݐ݋ ݈ܽ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݐ݋ݐ݈ܽ ݌ܽݎܽ ݈ܽ ܿ݋݊ܿ݅ܿ݅ó݊ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ 
Y definiendo las longitudes fraccionales en el bulbo y en la columna: 
݈௕ ൌ ௫್௫್బ  y  ݈௖ ൌ
௫೎
௫೎బ  
respectivamente, para que finalmente la expresión de volumen adimensional en términos de las longitudes fraccionales: 
߭ ൌ ߭௕଴݈௕ ൅ ߭௖଴݈௖  
Donde:  
݈௕: ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋, ݁ݏ ݀݁ܿ݅ݎ ݈ܽ ݎܽݖó݊ ݁݊ݐݎ݁ ݈ܽ ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋  
݁݊ ܿݑ݈ܽݍݑ݅݁ݎ ݉݋݉݁݊ݐ݋ ݕ ݈ܽ ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋ ݁݊ ݈݁ ݁ݏݐܽ݀݋ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ. 
݈௖: ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݂ݎܽܿܿ݅݋݈݊ܽ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ, ݁ݏ ݀݁ܿ݅ݎ ݈ܽ ݎܽݖó݊ ݁݊ݐݎ݁ ݈ܽ ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈ܽ  
ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ ݁݊ ܿݑ݈ܽݍݑ݅݁ݎ ݉݋݉݁݊ݐ݋ ݕ ݈ܽ ݈݋݊݃݅ݐݑ݀ ݈݀݁ ݂݈ݑ݅݀݋ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ ݁݊ ݈݁ ݁ݏݐܽ݀݋ ݈݅݊݅ܿ݅ܽ.  
Si se deriva respecto a ߬ , el volumen adimensional, ߭, sabiendo que ߭௕଴݈௕ son constantes en el tiempo, ya que el volumen del bulbo siempre 
permanece lleno, es decir ׊௕ permanece invariante en el tiempo; así se obtiene: 
݀߭
݀߬ ൌ
݀
݀߬ ሾ߭௕଴݈௕ ൅ ߭௖଴݈௖ሿ ൌ 0 ൅
݀
݀߬ ሺ߭௖଴݈௖ሻ ൌ ߭௖଴
݈݀௖
݀߬  
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definiendo la velocidad lineal adimensional del fluido en la columna: 
ߥ ൌ ௗ௟೎ௗఛ   queda: 
݀߭
݀߬ ൌ ߭௖଴
݈݀௖
݀߬ ൌ ߭௖଴ߥ 
así que: 
ܤ݅ߠ ൌ െ ݀ߠ݀߬ ൅ ߱߭௖଴ߥ 
Definiendo el volumen específico, v, como: v= ׊ெ por termodinámica se tiene: 
v=vሺܶ, ܲሻ 
la derivada total será:  
dv= ൬߲v߲ܶ൰௉ ݀ܶ ൅ ൬
߲v
߲ܲ൰் ݀ܲ 
dividiendo entre v 
݀v
v
=
1
v
൬߲v߲ܶ൰௉ ݀ܶ ൅
1
v
൬߲v߲ܲ൰் ݀ܲ 
Se tiene que el coeficiente de dilatación o expansión térmica, ߢ, se define como: 
ߢ ൌ 1
v
൬߲v߲ܶ൰௉ 
Y el coeficiente de compresibilidad, ߛ, como: 
ߛ ൌ 1
v
൬߲v߲ܲ൰் 
La expresión de volumen específico queda: 
݀v
v
=ߢ݀ܶ ൅ ߛ݀ܲ 
Integrando, teniendo en cuenta que ߢ y ߛ cambian muy poco en el proceso desde  ଴ܶ, ଴ܲ, v଴ hasta ܶ, ܲ, v  ya que no se cumple que  ௠ܶ ا ଴ܶ, se 
asumen constantes. 
න ݀v
v
୴
୴బ
=න ߢ݀ܶ
்
బ்
൅ න ߛ݀ܲ
௣
௉బ
 
න 1
v
݀v
୴
୴బ
≈ߢ න ݀ܶ
்
బ்
൅ ߛ න ݀ܲ
௣
௉బ
 
݈݊vሿvబv ≈ߢܶሿ ೚்் ൅ ߛܲሿ௉బ௉  
݈݊ vv଴ ≈ߢሺܶ െ ௢ܶሻ ൅ ߛሺܲ െ ௢ܲሻ 
Como el proceso se asume isobárico tenemos que ܲ ൌ ௢ܲ, lo cual se reduce a  
݈݊ vv଴ ≈ߢሺܶ െ ௢ܶሻ 
Despejando v: 
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v
v଴ ≈݁
఑ሺ்ି ೚்ሻ 
v≈v଴݁఑ሺ்ି ೚்ሻ 
dado que v= ׊ெ y v଴=
׊బ
ெ  
׊
ܯ ≈
׊଴
ܯ ݁
఑ሺ்ି ೚்ሻ 
׊≈׊଴݁఑ሺ்ି ೚்ሻ 
׊
׊଴ ≈݁
఑ሺ்ି ೚்ሻ 
׊
׊଴ ≈݁
఑ሺ்ି ೚்ሻ· ೘்ି బ்೘்ି బ் 
߭≈݁఑ሺ ೘்ି బ்ሻ·
்ି ೚்
೘்ି బ் 
߭≈݁఑ሺ ೘்ି బ்ሻ·
்ି ೚்ା ೘்ି ೘்
೘்ି బ்  
߭≈݁఑ሺ ೘்ି బ்ሻ·
ሺ ೘்ି ೚்ሻିሺ ೘்ି்ሻ
೘்ି బ்  
߭≈݁఑ሺ ೘்ି బ்ሻ·൤ ೘்
ି ೚்
೘்ି బ்ି
೘்ି்
೘்ି ೚்൨ 
Recordando que 
ߠ ൌ ೘்ି்
೘்ି బ் y de la misma manera: ߠ଴ ൌ
೘்ି బ்
೘்ି బ் ൌ 1,  
y también definiendo el coeficiente de dilatación térmica adimensional, Κ, como:  
Κ ൌ ߢሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ 
Podemos escribir la expresión del volumen termométrico adimensional del fluido en términos de la temperatura adimensional como: 
߭≈݁ஂሺఏబିఏሻ ൌ ݁ିஂሺఏିఏబሻ ൌ ݁ିஂሺఏିଵሻ 
Por series de Taylor la función exponencial es: 
݁௫ ൌ ෍ ݔ
௞
݇! ൌ 1 ൅ ݔ ൅
ݔଶ
2!
ஶ
௞ୀ଴
൅ ݔ
ଷ
3! ൅
ݔସ
4! ൅ ڮ ൅
ݔ௝
݆! ൅ ڮ 
Así queda que: 
 ߭≈݁ିஂሺఏିఏబሻ ൌ  
߭≈݁ିஂሺఏିఏబሻ ൌ ෍ ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿ
௞
݇!
ஶ
௞ୀ଴
 
߭≈݁ିஂሺఏିఏబሻ ൌ 1 ൅ ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿ ൅
ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿଶ
2! ൅
ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿଷ
3! ൅ ڮ ൅
ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿ୨
j! ൅ ڮ 
Ahora si es un buen termómetro el volumen del fluido debe ser proporcional a los cambios de temperatura, es decir solo se toman en cuenta 
los términos lineales, por tanto si para ݇ ൌ 0 y ݇ ൌ 1. 
߭≈݁ିஂሺఏିఏబሻ ൌ 1 ൅ ሾെΚሺߠെߠ଴ሻሿ ൌ 1 െ Κሺߠെߠ଴ሻ 
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߭≈1 െ Κሺߠെߠ଴ሻ 
Derivando respecto al tiempo adimensional, ߬, con Κ constante: 
݀
݀߬ ሾ߭≈1 െ Κሺߠെߠ଴ሻሿ 
݀߭
݀߬ ≈ െ Κ
݀ߠ
݀߬  
 
Pero anteriormente se había encontrado que  
݀߭
݀߬ ൌ ߭௖଴ߥ 
Igualando ௗజௗఛ se obtiene 
 
െΚ ݀ߠ݀߬ ൌ ߭௖଴ߥ 
Así:  
߭௖଴ߥ ൌ െΚ ݀ߠ݀߬  
Que se reemplaza en la ecuación de balance total  
ܤ݅ߠ ൌ െ ݀ߠ݀߬ ൅ ߱߭௖଴ߥ 
Y esta queda: 
ܤ݅ߠ ൌ െ ݀ߠ݀߬ ൅ ߱ ൬െΚ
݀ߠ
݀߬൰ 
  
 
ܤ݅ߠ ൌ െ ݀ߠ݀߬ െ ߱Κ
݀ߠ
݀߬  
ܤ݅ߠ ൌ െሺ1 ൅ Κ߱ሻ ݀ߠ݀߬  
 
Balance en la columna del termómetro   
Los términos para la Primera Ley de la Termodinámica son: 
FLUJO DE CALOR,  ሶܳ  
ሶܳ ൌ 0, ya que la columna se considera adiabática 
 
FLUJO DE TRABAJO,  ሶܹ  
Dado que el volumen de la columna está determinado por: 
׊௖ൌ ܣ௖ݔ௖ 
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Derivando respecto al tiempo: 
݀׊௖
݀ݐ ൌ ܣ௖
݀ݔ௖
݀ݐ ൌ ܣ௖ߥ௖ 
Donde ߥ௖ ൌ ௗ௫೎ௗ௧  
Así el trabajo queda: 
ሶܹ ൌ ሶܹ௦ ൌ െܲ ݀׊௖݀ݐ ൌ െܲܣ௖
݀ݔ௖
݀ݐ ൌ െܲܣ௖ߥ௖  
CAMBIOS DE ENERGÍA DEL SISTEMA 
Teniendo en cuenta que los cambios de energía potencial y cinética del sistema con el tiempo son nulos porque es un sistema en estado 
permanente.  
߲
߲ݐ න ൬ݑ ൅
1
2 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
׊೎
ߩ݀׊ൎ ߲߲ݐ න ݑߩ݀׊ൌ׊೎
߲
߲ݐ ݑߩ න ݀׊ൌ
߲
߲ݐ ݑߩ׊௖׊೎
ൌ ߲߲ݐ ݑ݉௖ ൌ
߲
߲ݐ ൛݉௖ൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ൟ 
 
CORRIENTES DE ENTRADA Y/O DE SALIDA 
Ahora en la columna hay una corriente de entrada de materia como se muestra en la figura: 
 
 
 
 
 
න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩݒԦ
ௌభ
· ݀ܣറ ൌ න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩ
ௌభ
ݒ௖݀ܣ௖ܿ݋ݏߨ ൎ െ න ሺݑ ൅ ܲvሻߩ
ௌభ
ݒ௖݀ܣ௖ 
Como se define la entalpía:  
h=ݑ ൅ ܲv 
න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩݒԦ
ௌభ
· ݀ܣറ ൌ െ න hߩ
ௌభ
ݒ௖݀ܣ௖ ൌ െhߩݒ௖ න ݀ܣ௖
ௌభ
ൌ െhߩݒ௖ܣ௖ 
Por continuidad tenemos: 
ߩݒ௖ܣ௖ ൌ ሶ݉  
ahora un balance de masa sobre la columna nos dice: 
൬݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݉ܽݏܽݍݑ݁ ݁݊ݐݎܽ ൰ ൌ ൬
݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݉ܽݏܽ 
ݍݑ݁ ݏ݈ܽ݁ ൰ ൅ ቀ
݉ܽݏܽ ݍݑ݁ 
ݏ݁ ܽܿݑ݉ݑ݈ܽ ቁ 
ሶ݉ ൌ 0 ൅ ݀݉௖݀ݐ ൌ
݀݉௖
݀ݐ  
Entonces la continuidad nos queda: 
ሶ݉
݀ܣ௖ ݒԦ௖ ܵଵ
ܿ
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ߩݒ௖ܣ௖ ൌ ሶ݉ ൌ ݀݉௖݀ݐ  
Y entonces el término queda: 
න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩݒԦ
ௌభ
· ݀ܣറ ൌ െhߩݒ௖ܣ௖ ൌ െh ሶ݉ ൌ െh݀݉௖݀ݐ ൌ െൣ݄୰ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀݉௖
݀ݐ  
Donde ݄୰ es la entalpia de referencia. 
Así la Primera Ley sobre la columna queda: 
ሶܳ ൅ ሶܹ௦ ൅ ሶܹ ௖௢௥௧௔௡௧௘ ൌ ݀݀ݐ න ൬ݑ ൅
1
2 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
׊೎
ߩ݀׊ ൅ න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩݒԦ
ௌభ
· ݀ܣറ 
0 ൅ ሺെܲܣ௖ߥ௖ሻ ൌ ݀݀ݐ ൛݉௖ൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ൟ െ ൣ݄୰ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀݉௖
݀ݐ  
െܲܣ௖ߥ௖ ൌ ݉௖ܿ௣ ݀݀ݐ ሾሺܶ െ ௥ܶሻሿ ൅ ൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀
݀ݐ ሾ݉௖ሿ െ ൣ݄୰ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀݉௖
݀ݐ  
െܲܣ௖ߥ௖ ൌ ݉௖ܿ௣ ݀ܶ݀ݐ ൅ ൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀݉௖
݀ݐ െ ൣ݄୰ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀݉௖
݀ݐ  
Como es un líquido 
ݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ ൎ ݄୰ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ 
Y por tanto 
െܲܣ௖ߥ௖ ൌ ݉௖ܿ௣ ݀ܶ݀ݐ ൅ 0 
െܲܣ௖ߥ௖ ൌ ݉௖ܿ௣ ݀ܶ݀ݐ  
Volviendo adimensional y sabiendo que: 
݀ܶ
݀ݐ ൌ െ
௠ܶ െ ଴ܶ
ݐ௠
݀ߠ
݀߬  
Y se tiene además: ߥ௖ ൌ ௗ௫೎ௗ௧  
Con ݈௖ ൌ ௫೎௫೎బ  y  ߬ ൌ
௧
௧೘  tenemos que ݔ௖ ൌ ݔ௖଴݈௖ y ݐ ൌ ݐ௠߬  derivando: 
݀ݔ௖ ൌ ݔ௖଴݈݀௖  
݀ݐ ൌ ݐ௠݀߬ 
Dividiendo:  
݀ݔ௖
݀ݐ ൌ
ݔ௖଴
ݐ௠
݈݀௖
݀߬  
Luego: ߥ௖ ൌ ௫೎బ௧೘
ௗ௟೎
ௗఛ  
Reemplazando: 
െܲܣ௖ ݔ௖଴ݐ௠
݈݀௖
݀߬ ൌ ݉௖ܿ௣ ൤െ
௠ܶ െ ଴ܶ
ݐ௠
݀ߠ
݀߬൨ 
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Si ׊௖଴ൌ ܣ௖ݔ௖଴ y dividiendo por ெ௖೛ሺ ೘்ି బ்ሻ௧೘ : 
ܲ ܣ௖ݔ௖଴ݐ௠
݈݀௖݀߬
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
ൌ
݉௖ܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
݀ߠ
݀߬
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
 
ܲ׊௖଴
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
݈݀௖
݀߬ ൌ
݉௖ܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
݀ߠ
݀߬  
Definiendo 
ܷ ൌ ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻݐ௠  
௖ܷ ൌ ݉௖ܿ௣
ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠  
௖ܷ
ܷ
݀ߠ
݀߬ ൌ
ܲ׊௖଴
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
݈݀௖
݀߬  
 
Dado que  
ܫ௖ ൌ ௖ܷܷ ൌ
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݐ݋ݐ݈ܽ  
 
߱௖ ൌ ܲ׊௖଴ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ൌ
݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݐݎܾ݆ܽܽ݋ ݌݋ݎ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݒ݋݈ݑ݉݁݊ ݁݊ ݈ܽ ܿ݋݈ݑ݉݊ܽ
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݐ݋ݐ݈ܽ  
Y retomando       ௗ௟೎ௗఛ ൌ ߥ   
ܫ௖ ݀ߠ݀߬ ൌ ߱௖ߥ 
O de otra manera: 
௖ܷ
ܷ
݀ߠ
݀߬ ൌ
ܲ׊௖଴
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
݈݀௖
݀߬  
Retomando ߭௖଴ ൌ ׊೎బ׊బ   tal que   ׊௖଴ൌ ߭௖଴׊଴ 
ܫ௖ ݀ߠ݀߬ ൌ
ܲ߭௖଴׊଴
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ߥ 
ܫ௖ ௗఏௗఛ ൌ
௉׊బ
ெ௖೛ሺ ೘்ି బ்ሻ ߭௖଴ߥ     
con ߱ ൌ ௉׊బெ௖೛ሺ ೘்ି బ்ሻ 
ܫ௖ ݀ߠ݀߬ ൌ ߱߭௖଴ߥ 
ܫ௖ ݀ߠ݀߬ ൌ ߭௖଴߱ߥ 
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Se deduce que:  
߱௖ ൌ ߭௖଴߱ 
 
Balance de energía en el bulbo del termómetro 
 
Resolviendo los términos de la 1ª Ley: 
FLUJO DE CALOR,  ሶܳ  
ሶܳ ൌ ݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ 
FLUJO DE TRABAJO,  ሶܹ  
ሶܹ ௦ ൌ ௖ܹ௢௥௧௔௡௧௘ሶ ൌ 0 
CAMBIOS DE ENERGÍA DEL SISTEMA 
Teniendo en cuenta que los cambios de energía potencial y cinética del sistema con el tiempo son nulos porque es un sistema en estado 
permanente.  
߲
߲ݐ න ൬ݑ ൅
1
2 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
׊್
ߩ݀׊ൎ ߲߲ݐ න ݑߩ݀׊ൌ׊್
߲
߲ݐ ݑߩ න ݀׊ൌ
߲
߲ݐ ݑߩ׊௕׊್
ൌ ߲߲ݐ ݑ݉௕ ൌ
߲
߲ݐ ൣ݉௕ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ 
CORRIENTES DE ENTRADA Y/O DE SALIDA 
Ahora en la columna hay una corriente de salida de materia como se muestra en la figura: 
 
න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩݒԦ
ௌమ
· ݀ܣറ ൌ න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩ
ௌమ
ݒ௕݀ܣ௕ܿ݋ݏ0 ൎ න ሺݑ ൅ ܲvሻߩ
ௌమ
ݒ௕݀ܣ௕ 
න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩݒԦ
ௌమ
· ݀ܣറ ൌ න hߩ
ௌమ
ݒ௕݀ܣ௕ ൌ hߩݒ௕ න ݀ܣ௕
ௌమ
ൌ hߩݒ௕ܣ௕ 
Por continuidad: 
ߩݒ௕ܣ௕ ൌ ߩݒ௖ܣ௖ ൌ ሶ݉  
ahora un balance de masa sobre el bulbo dice: 
൬݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݉ܽݏܽݍݑ݁ ݁݊ݐݎܽ ൰ ൌ ൬
݂݈ݑ݆݋ ݀݁ ݉ܽݏܽ 
ݍݑ݁ ݏ݈ܽ݁ ൰ ൅ ቀ
݉ܽݏܽ ݍݑ݁ 
ݏ݁ ܽܿݑ݉ݑ݈ܽ ቁ 
ሶ݉
݀ܣ௕ ݒԦ௕ ܵଶ
ܾ 
248 
 
0 ൌ ሶ݉ ൅ ݀݉௕݀ݐ  
ሶ݉ ൌ െ ݀݉௕݀ݐ  
Entonces la continuidad queda: 
ߩݒ௕ܣ௕ ൌ ሶ݉ ൌ െ ݀݉௕݀ݐ  
Y entonces el término queda: 
න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩݒԦ
ௌమ
· ݀ܣറ ൌ hߩݒ௕ܣ௕ ൌ h ሶ݉ ൌ h ൤െ ݀݉௕݀ݐ ൨ ൌ െൣ݄୰൅ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀݉௕
݀ݐ  
 
Así la Primera Ley sobre la columna queda: 
ሶܳ ൅ ሶܹ௦ ൅ ሶܹ ௖௢௥௧௔௡௧௘ ൌ ݀݀ݐ න ൬ݑ ൅
1
2 ݒ
ଶ ൅ ݃ݖ൰
׊್
ߩ݀׊ ൅ න ൬ݑ ൅ ܲߩ ൅
1
2 ݒ௦
ଶ ൅ ݃ݖ൰ ߩݒԦ
ௌమ
 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൅ 0 ൌ ݀݀ݐ ൛݉௕ൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ൟ െ ൣ݄୰ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀݉௕
݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ݉௕ܿ௣ ݀݀ݐ ሾܶ െ ௥ܶሿ ൅ ൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀
݀ݐ ሾ݉௕ሿ െ ൣ݄୰ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀݉௕
݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ݉௕ܿ௣ ݀ܶ݀ݐ ൅ ൣݑ௥ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀݉௕
݀ݐ െ ൣ݄୰ ൅ ܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧
݀݉௕
݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ݉௕ܿ௣ ݀ܶ݀ݐ ൅ 0 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ݉௕ܿ௣ ݀ܶ݀ݐ  
Volviendo adimensional sabiendo que: 
݀ܶ
݀ݐ ൌ െ
௠ܶ െ ଴ܶ
ݐ௠
݀ߠ
݀߬  
Reemplazando: 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ݉௕ܿ௣ ൤െ ௠ܶ െ ଴ܶݐ௠
݀ߠ
݀߬൨ 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ െ݉௕ܿ௣ ௠ܶ െ ଴ܶݐ௠
݀ߠ
݀߬  
݄ܣ௕ ௠ܶ െ ܶ௠ܶ െ ଴ܶ ൌ െ
݉௕ܿ௣
ݐ௠
݀ߠ
݀߬  
Si  ߠ ൌ ೘்ି்
೘்ି బ்  
݄ܣ௕ߠ ൌ െ ݉௕ܿ௣ݐ௠
݀ߠ
݀߬  
y dividiendo entre  ெ௖೛ሺ ೘்ି బ்ሻ௧೘ : 
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݄ܣ௕ߠ
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
ൌ
െ ݉௕ܿ௣ݐ௠
݀ߠ
݀߬
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
 
݄ܣ௕ݐ௠
ܯܿ௣ ߠ ൌ െ
݉௕ܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
݀ߠ
݀߬  
Si ܤ݅ ൌ ௛஺್௧೘ெ௖೛  , ܷ ൌ
ெ௖೛ሺ ೘்ି బ்ሻ
௧೘  y ܷ௕ ൌ
௠್௖೛ሺ ೘்ି బ்ሻ
௧೘  tenemos: 
ܤ݅ߠ ൌ െ ܷ௕ܷ
݀ߠ
݀߬  
ܫ௕ ൌ ܷ௕ܷ ൌ
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݁݊ ݈݁ ܾݑ݈ܾ݋
ݒ݈݁݋ܿ݅݀ܽ݀ ݀݁ ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ ݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ݐ݋ݐ݈ܽ  
െܫ௕ ݀ߠ݀߬ ൌ ܤ݅ߠ 
ܫ௕ ݀ߠ݀߬ ൌ െܤ݅ߠ 
Se tienen las tres ecuaciones de balance 
TERMÓMETRO:  ܤ݅ߠ ൌ െሺ1 ൅ Κ߱ሻ ௗఏௗఛ 
COLUMNA:  ܫ௖ ௗఏௗఛ ൌ ߭௖଴߱ߥ 
BULBO:  ܫ௕ ௗఏௗఛ ൌ െܤ݅ߠ 
 
Se demuestra que:  
 
BULBO + COLUMNA = TERMOMETRO 
 
  COLUMNA:      ܫ௖ ௗఏௗఛ ൌ ߭௖଴߱ߥ 
  BULBO:      ܫ௕ ௗఏௗఛ ൌ െܤ݅ߠ 
      +__________________________________ 
ܫ௕ ݀ߠ݀߬ ൅ ܫ௖
݀ߠ
݀߬ ൌ െܤ݅ߠ ൅ ߭௖଴߱ߥ 
                              
ሺܫ௕ ൅ ܫ௖ሻ ݀ߠ݀߬ ൌ െܤ݅ߠ ൅ ߭௖଴߱ߥ 
൬ ௕ܷܷ ൅
௖ܷ
ܷ ൰
݀ߠ
݀߬ ൌ െܤ݅ߠ ൅ ߱߭௖଴ߥ 
dado que െΚ ௗఏௗఛ ൌ ߭௖଴ߥ 
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൬ ௕ܷ ൅ ௖ܷܷ ൰
݀ߠ
݀߬ ൌ െܤ݅ߠ ൅ ߱ ൬െΚ
݀ߠ
݀߬൰ 
൮
݉௕ܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠ ൅
݉௖ܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
ܷ ൲
݀ߠ
݀߬ ൌ െܤ݅ߠ െ Κ߱
݀ߠ
݀߬  
൮
݉௕ܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ ൅ ݉௖ܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
ܷ ൲
݀ߠ
݀߬ ൌ െܤ݅ߠ െ Κ߱
݀ߠ
݀߬  
൮
ሺ݉௕ ൅ ݉௖ሻܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
ܷ ൲
݀ߠ
݀߬ ൌ െܤ݅ߠ െ Κ߱
݀ߠ
݀߬  
൮
ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ
ݐ௠
ܷ ൲
݀ߠ
݀߬ ൌ െܤ݅ߠ െ Κ߱
݀ߠ
݀߬  
൬ܷܷ൰
݀ߠ
݀߬ ൌ െܤ݅ߠ െ Κ߱
݀ߠ
݀߬  
݀ߠ
݀߬ ൌ െܤ݅ߠ െ Κ߱
݀ߠ
݀߬  
ܤ݅ߠ ൌ െ ݀ߠ݀߬ െ Κ߱
݀ߠ
݀߬  
TERMÓMETRO: 
ܤ݅ߠ ൌ െሺ1 ൅ Κ߱ሻ ݀ߠ݀߬  
Que corresponde al balance en el termómetro. 
 
Resolviendo la ecuación  
ܤ݅ߠ ൌ െሺ1 ൅ Κ߱ሻ ݀ߠ݀߬  
Por separación de  variables: 
െሺ1 ൅ Κ߱ሻ ݀ߠ݀߬ ൌ ܤ݅ߠ 
1
ߠ ݀ߠ ൌ െ
ܤ݅
1 ൅ Κ߱ ݀߬ 
Asumiendo ܤ݅, Κ y ߱ constantes en el intervalo de operación del termómetro, para integrar teniendo en cuenta las condiciones iniciales: en 
߬ ൌ 0 se tiene θ ൌ θ଴ 
න 1ߠ ݀ߠ
஘
஘బ
ൌ െ න ܤ݅1 ൅ Κ߱ ݀߬
ఛ
଴
 
݈݊ θθ଴ ൌ െ
ܤ݅
1 ൅ Κ߱ ߬ 
Despejando: 
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θ
θ଴ ൌ ݁
ି ஻௜ଵାஂఠఛ 
Para el mercurio se tiene que para el intervalo de trabajo que 
Κ߱ ا 1   
Entonces: 1 ൅ Κ߱ ൎ 1 
Así: 
θ
θ଴ ൌ ݁
ି஻௜ఛ 
Transformar en forma dimensional 
ߠ ൌ ೘்ି்
೘்ି బ்,  ߠ଴ ൌ
೘்ି బ்
೘்ି బ் ൌ 1,  ܤ݅ ൌ
௛஺್௧೘
ெ௖೛ ,  ߬ ൌ
௧
௧೘ 
௠ܶ െ ܶ
௠ܶ െ ଴ܶ
1 ൌ ݁
ି௛஺್௧೘ெ௖೛ ·
௧
௧೘  
௠ܶ െ ܶ
௠ܶ െ ଴ܶ ൌ ݁
ି௛஺್ெ௖೛௧ 
Despejando, ܶ: 
௠ܶ െ ܶ ൌ ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ݁ି
௛஺್ெ௖೛௧ 
െ ௠ܶ ൅ ܶ ൌ ሺെ ௠ܶ ൅ ଴ܶሻ݁ି
௛஺್ெ௖೛௧ 
Si  ଴ܶ ൐ ௠ܶ: 
ܶ ൌ ሺ ଴ܶെ ௠ܶሻ݁ି
௛஺್ெ௖೛௧ ൅ ௠ܶ 
 
Otra manera más simplificada: 
 
Un balance de energía con base de tiempo sobre el sistema cerrado y en estado permanente correspondiente al fluido termométrico: 
ቀ݂݈ݑ݆݋ ݈݀݁ܿܽ݋ݎ ቁ ൌ ൬
݂݈ݑ݆݋ ݀݁  
ݐݎܾ݆ܽܽ݋ ൰ ൅ ൬
ܾܿܽ݉݅݋ ݀݁ 
݁݊݁ݎ݃íܽ ݅݊ݐ݁ݎ݊ܽ ൰ 
ሶܳ ൌ ሶܹ ൅ ܷ݀݀ݐ  
Donde: 
ሶܳ ൌ ݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ 
ሶܹ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ  
ܷ ൌ ܯݑ ൌ ܯܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅
݀
݀ݐ ൣܯܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ 
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݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅ ܯܿ௣
݀ܶ
݀ݐ  
Anteriormente se había establecido que el modelo de dilatación del fluido termométrico se aproximaba a:  
 
׊≈׊଴݁఑ሺ்ି ೚்ሻ 
dado el comportamiento lineal del termómetro, se puede realizar aproximar: 
 
݁௫ ൌ ෍ ݔ
௞
݇! ൌ 1 ൅ ݔ ൅
ݔଶ
2!
ஶ
௞ୀ଴
൅ ݔ
ଷ
3! ൅
ݔସ
4! ൅ ڮ ൅
ݔ௝
݆! ൅ ڮ ൎ 1 ൅ ݔ 
entonces:  
׊≈׊଴݁఑ሺ்ି ೚்ሻ ൎ ׊଴ሾ1 ൅ ߢሺܶ െ ௢ܶሻሿ 
Derivando esta expresión respecto al tiempo con ߢ constante: 
݀׊
݀ݐ ≈
݀
݀ݐ ׊଴ሾ1 ൅ ߢሺܶ െ ௢ܶሻሿ ൌ ׊଴ߢ
݀ܶ
݀ݐ  
Reemplazado en el balance de energía: 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅ ܯܿ௣
݀ܶ
݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ׊଴ߢ ݀ܶ݀ݐ ൅ ܯܿ௣
݀ܶ
݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ൫ܲ׊଴ߢ ൅ ܯܿ௣൯ ݀ܶ݀ݐ  
introduciendo las variables adimensionales: 
݀ܶ
݀ݐ ൌ െ
௠ܶ െ ଴ܶ
ݐ௠
݀ߠ
݀߬  
Se tiente: 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ൫ܲ׊଴ߢ ൅ ܯܿ௣൯ ൤െ ௠ܶ െ ଴ܶݐ௠
݀ߠ
݀߬൨ 
െ݄ܣ௕ݐ௠ ௠ܶ െ ܶ௠ܶ െ ଴ܶ ൌ ൫ܲ׊଴ߢ ൅ ܯܿ௣൯
݀ߠ
݀߬  
Y dado que 
ߠ ൌ ௠ܶ െ ܶ
௠ܶ െ ଴ܶ 
െ݄ܣ௕ݐ௠ߠ ൌ ൫ܲ׊଴ߢ ൅ ܯܿ௣൯ ݀ߠ݀߬  
Dividiendo por ܯܿ௣: 
െ ݄ܣ௕ݐ௠ߠܯܿ௣ ൌ
൫ܲ׊଴ߢ ൅ ܯܿ௣൯ ݀ߠ݀߬
ܯܿ௣  
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െ ݄ܣ௕ݐ௠ܯܿ௣ ߠ ൌ ቆ
ܲ׊଴ߢ
ܯܿ௣ ൅ 1ቇ
݀ߠ
݀߬  
De acuerdo a los grupos adimensionales: 
ܤ݅ ൌ ݄ܣ௕ݐ௠ܯܿ௣  
 
Κ ൌ ߢሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ de donde ߢ ൌ ஂሺ ೘்ି బ்ሻ 
Así queda:  
െܤ݅ߠ ൌ ቆܲ׊଴ܯܿ௣ ·
Κ
௠ܶ െ ଴ܶ ൅ 1ቇ
݀ߠ
݀߬  
െܤ݅ߠ ൌ ቆ ܲ׊଴ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ · Κ ൅ 1ቇ
݀ߠ
݀߬  
También recordando el grupo adimensional 
߱ ൌ ܲ׊଴ܯܿ௣ሺ ௠ܶ െ ଴ܶሻ 
Queda: 
െܤ݅ߠ ൌ ሺ߱Κ ൅ 1ሻ ݀ߠ݀߬  
Que es la misma ecuación obtenida anteriormente de balance general: 
ܤ݅ߠ ൌ െሺ1 ൅ Κ߱ሻ ݀ߠ݀߬  
En forma más general: 
Se desarrolla el balance anterior hasta este punto: 
ሶܳ ൌ ሶܹ ൅ ܷ݀݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅ ܯ
݀ݑ
݀ݐ  
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅ ܯ
݀
݀ݐ ൣܿ௣ሺܶ െ ௥ܶሻ൧ 
݄ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൌ ܲ ݀׊݀ݐ ൅ ܯ
݀
݀ݐ ൫ܿ௣ܶ൯ 
despejando ݄: 
݄ ൌ 1ܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൤ܲ
݀׊
݀ݐ ൅ ܯ
݀
݀ݐ ൫ܿ௣ܶ൯൨ 
݄ ൌ ܯܣ௕ሺ ௠ܶ െ ܶሻ ൤ܲ
݀v
݀ݐ ൅
݀
݀ݐ ൫ܿ௣ܶ൯൨ 
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APENDICE C 
 
CONVECCIÓN LIBRE ALREDEDOR DEL BULBO DEL TERMÓMETRO 
 
I. TERMÓMETRO EN POSICIÓN VERTICAL CON FLUJO TRANSITORIO 
 
Al observar el bulbo del termómetro, en la cual sucede el transporte de calor. Puede verse que el bulbo geométricamente está compuesto por 
dos partes el cuerpo del bulbo de forma cilíndrica y el extremo del bulbo con formado por una semiesfera. Para efectos de modelamiento  la 
estrategia es inicialmente simplificar el problema asumiendo algunas restricciones. Y a medida que se plantea el modelo van asumiéndose otras 
restricciones 
Restricción geométrica: Asumir que el bulbo del termómetro es básicamente un cilindro.   
Suposiciones:  
Flujo transitorio de transporte de calor y de cantidad de movimiento. 
Velocidad radial ݒ௥ ՜ 0:  No existe desplazamiento lateral de materia. A partir de la observación de fotografías del campo de flujo de velocidad 
en cilindros calentados, se ve que básicamente el flujo solo tiene componente axial de velocidad.   
No existe movimiento angular ݒఏ ൌ 0. 
Gradiente de velocidad axial డ௩೥డ௭ ൌ 0: Ello en virtud de las pequeñas dimensiones del bulbo, el recorrido que hace el aire en la longitud de bulbo 
es pequeño. 
Gradiente de velocidad radial డ௩೥డ௧ : Es el más importante. 
Se tienen en cuenta las fuerzas de flotación. 
Va a utilizarse el método diferencial.  
Al aplicar la Ecuación de c.mov. bajo las restricciones impuestas. El  componente axial de la ecuación de cantidad de movimiento se reduce a: 
ࣇ ቆࣔ
૛࢜ࢠ
ࣔ࢘૛ ൅
૚
࢘
ࣔ࢜ࢠ
ࣔ࢘ ቇ ൅ ࢍࢼሺࢀ െ ࢀ∞ሻ ൌ
ࣔ࢜ࢠ
࢚ࣔ  
Considerando que la velocidad del aire es pequeña alrededor del bulbo, según la literatura para números de Mach menores a 0.3 el gas puede 
tratarse como fluido incompresible y para efecto en la ecuación de energía se considera propiedades medias constantes tales como la densidad 
y la viscosidad.  Bajo esta restricción y añadiendo la restricción de suponer que no existe gradiente axial de temperatura más las restricciones 
dadas anteriormente, Al aplicar la ecuación de energía, ésta se  reduce a: 
ࢻ ቆࣔ
૛ࢀ
ࣔ࢘૛ ൅
૚
࢘
ࣔࢀ
ࣔ࢘ቇ ൌ
ࣔࢀ
࢚ࣔ  
Aquí se puede resolver la ecuación de energía desacoplada de la de cantidad de movimiento y con esta solución  bajo la condición inicial y de 
frontera se procede a resolver la ecuación de movimiento o flujo. 
255 
 
 
Resolviendo  entonces la ecuación  
 
ࢻ ቆࣔ
૛ࢀ
ࣔ࢘૛ ൅
૚
࢘
ࣔࢀ
ࣔ࢘ቇ ൌ
ࣔࢀ
࢚ࣔ  
Bajo las condiciones: 
 
 Inicial: 
ܶሺܴ, 0ሻ ൌ ௪ܶ଴ 
 Frontera 
ܶሺܴ, ݐሻ ൌ ௪ܶ  
Condición en la superficie del bulbo          ሶܳ ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ ൌ ሶܳ௖௢௡௩௘௖௖௜ó௡ 
ܶሺ∞, ݐሻ ൌ ∞ܶ 
Solución 
 
Por el método de separación de variables planteando una solución de la forma: 
 
ܶሺݎ, ݐሻ ൌ ܹሺݎሻܩሺݐሻ ൅ ܿ 
 
hallando las derivadas parciales respectivas: 
 
߲ܶ
߲ݎ ൌ ܹ
ᇱሺݎሻܩሺݐሻ 
߲ଶܶ
߲ݎଶ ൌ ܹ
ᇱᇱሺݎሻܩሺݐሻ 
߲ܶ
߲ݐ ൌ ܹሺݎሻܩ
ᇱሺݐሻ 
Reemplazando en la ecuación de energía: 
ߙ ቆ߲
ଶܶ
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ܶ
߲ݎቇ ൌ
߲ܶ
߲ݐ  
ߙ ൤ܹᇱᇱሺݎሻܩሺݐሻ ൅ 1ݎ ܹ
ᇱሺݎሻܩሺݐሻ൨ ൌ ܹሺݎሻܩᇱሺݐሻ 
Dividiendo entre ܹሺݎሻܩሺݐሻ: 
ߙ ቈܹ
ᇱᇱሺݎሻܩሺݐሻ
ܹሺݎሻܩሺݐሻ ൅
1
ݎ
ܹᇱሺݎሻܩሺݐሻ
ܹሺݎሻܩሺݐሻ ቉ ൌ
ܹሺݎሻܩᇱሺݐሻ
ܹሺݎሻܩሺݐሻ  
ߙ ቈܹ
ᇱᇱሺݎሻ
ܹሺݎሻ ൅
1
ݎ
ܹᇱሺݎሻ
ܹሺݎሻ ቉ ൌ
ܩᇱሺݐሻ
ܩሺݐሻ  
ߙ ቈܹ
ᇱᇱሺݎሻ
ܹሺݎሻ ൅
1
ݎ
ܹᇱሺݎሻ
ܹሺݎሻ ቉ ൌ
ܩᇱሺݐሻ
ܩሺݐሻ  
1
ܹሺݎሻ ൤ܹ
ᇱᇱሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
ᇱሺݎሻ൨ ൌ 1ߙ
ܩᇱሺݐሻ
ܩሺݐሻ  
Si esto es igual a la constante, െߣଶ:     
1
ܹሺݎሻ ൤ܹ
ᇱᇱሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
ᇱሺݎሻ൨ ൌ 1ߙ
ܩᇱሺݐሻ
ܩሺݐሻ ൌ െߣ
ଶ 
Se desprenden las dos ecuaciones diferenciales ordinarias: 
1
ߙ
ܩᇱሺݐሻ
ܩሺݐሻ ൌ െߣ
ଶ 
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1
ܹሺݎሻ ൤ܹ
ᇱᇱሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
ᇱሺݎሻ൨ ൌ െߣଶ 
Resolviendo cada ecuación independientemente, empezando con la de ܩ: 
ܩᇱሺݐሻ ൌ െߙߣଶܩሺݐሻ 
ܩᇱሺݐሻ ൅ ߙߣଶܩሺݐሻ ൌ 0 
݀ܩ
݀ݐ ൌ െߙߣ
ଶܩ 
Separando las variables: 
݀ܩ
ܩ ൌ െߙߣ
ଶ݀ݐ 
Integrando, 
න 1ܩ ݀ܩ ൌ െߙߣ
ଶ න ݀ݐ 
݈݊|ܩ| ൌ െߙߣଶݐ ൅ ܿכ 
Despejando ܩ: 
ࡳሺ࢚ሻ ൌ ࢉ૙ࢋିࢻࣅ૛࢚ 
ahora se prosigue con la segunda ecuación de ܹ: 
ܹᇱᇱሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
ᇱሺݎሻ ൌ െߣଶܹሺݎሻ 
ܹᇱᇱሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
ᇱሺݎሻ ൅ ߣଶܹሺݎሻ ൌ 0 
A partir de la sustitución:   
ݏ ൌ ߣݎ 
se tiene que:  
1
ݎ ൌ
ߣ
ݏ 
y también  
݀ݏ
݀ݎ ൌ ߣ 
݀ݎ ൌ 1ߣ ݀ݏ 
 
con lo cual se cambia de variable independiente en cada uno de los términos de la ecuación: 
 
ܹᇱሺݎሻ ൌ ܹ݀݀ݎ ൌ
ܹ݀
݀ݏ ·
݀ݏ
݀ݎ ൌ
ܹ݀
݀ݏ · ߣ ൌ ߣ
ܹ݀
݀ݏ ൌ ߣܹ
ᇱሺݏሻ 
ܹᇱᇱሺݎሻ ൌ ݀
ଶܹ
݀ݎଶ ൌ
݀
݀ݎ ൤
ܹ݀
݀ݎ ൨ ൌ
݀
1
ߣ ݀ݏ
൤ߣ ܹ݀݀ݏ ൨ ൌ ߣ
ଶ ݀
݀ݏ ൤
ܹ݀
݀ݏ ൨ ൌ ߣ
ଶ ݀ଶܹ
݀ݏଶ ൌ ߣ
ଶܹᇱᇱሺݏሻ 
Sustituyendo en la ecuación 
ܹᇱᇱሺݎሻ ൅ 1ݎ ܹ
ᇱሺݎሻ ൅ ߣଶܹሺݎሻ ൌ 0 
ߣଶ ݀
ଶܹ
݀ݏଶ ൅
1
ݎ ߣ
ܹ݀
݀ݏ ൅ ߣ
ଶܹ ൌ 0 
Dividiendo por ߣଶ: 
݀ଶܹ
݀ݏଶ ൅
1
ߣݎ
ܹ݀
݀ݏ ൅ ܹ ൌ 0 
݀ଶܹ
݀ݏଶ ൅
1
ݏ
ܹ݀
݀ݏ ൅ ܹ ൌ 0 
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La cual es una ecuación de Bessel con parámetro, ߥ ൌ 0, siendo un número real no negativo. La forma estándar de dicha ecuación es 
[KREYSZING]: 
ݕᇱᇱ ൅ 1ݔ ݕ
ᇱ ൅ ቆ1 െ ߥ
ଶ
ݔଶቇ ݕ ൌ 0 
Si ߥ ൌ ݊ ൌ 0, cuando toma el valor del entero cero, la ecuación se reduce a: 
ݕᇱᇱ ൅ 1ݔ ݕ
ᇱ ൅ ݕ ൌ 0 
Que tiene como solución: 
ݕሺݔሻ ൌ ܿଵܬ଴ሺݔሻ ൅ ܿଶ ଴ܻሺݔሻ 
Donde  
ܬ଴ሺݔሻ es la función de Bessel de primera clase de orden cero y tiene un valor de: 
ܬ଴ሺݔሻ ൌ ෍ ሺെ1ሻ
௞
2ଶ௞݇!ଶ
∞
௞ୀ଴
ݔଶ௞  
y  ଴ܻሺݔሻ es la función de Besse de segunda clase de orden cero, que está dada por [KREYSZING]: 
଴ܻሺݔሻ ൌ 2ߨ ൥ܬ଴ሺݔሻ ቀ݈݊
ݔ
2 ൅ ߛቁ ൅ ෍
ሺെ1ሻ௞ିଵ
2ଶ௞݇!ଶ ݔ
ଶ௞
∞
௞ୀଵ
൩ 
donde ߛ es la llamada consten de Euler la cual se define como [KREYSZING]: 
ߛ ൌ lim௦՜∞ ൬1 ൅
1
2 ൅ ڮ ൅
1
ݏ െ ݈݊ݏ൰ ൌ lim௦՜∞ ൥൭෍
1
݇
௦
௞ୀଵ
൱ െ ݈݊ݏ൩ ൎ 0.57721566490 … 
 
Aplicando al caso, la solución de  
݀ଶܹ
݀ݏଶ ൅
1
ݏ
ܹ݀
݀ݏ ൅ ܹ ൌ 0 
es: 
ܹሺݏሻ ൌ ܿଵܬ଴ሺݏሻ ൅ ܿଶ ଴ܻሺݏሻ 
Si  
ݏ ൌ ߣݎ 
entonces: 
ࢃሺ࢘ሻ ൌ ࢉ૚ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻ ൅ ࢈ࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ 
por tanto el perfil espacio‐temporal de temperatura: 
ܶሺݎ, ݐሻ ൌ ܹሺݎሻܩሺݐሻ ൅ ܿ 
ܶሺݎ, ݐሻ ൌ ሾܿଵܬ଴ሺߣݎሻ ൅ ܿଶ ଴ܻሺߣݎሻሿܿ଴݁ିఈఒమ௧ ൅ ܿ 
ܶሺݎ, ݐሻ ൌ ሾܿ଴ܿଵܬ଴ሺߣݎሻ ൅ ܿ଴ܿଶ ଴ܻሺߣݎሻሿ݁ିఈఒమ௧ ൅ ܿ 
 
Llamando las nuevas constantes como 
ܿ଴ܿଵ ൌ ܣଵ   y    ܿ଴ܿଵ ൌ ܾ 
 
queda: 
ࢀሺ࢘, ࢚ሻ ൌ ሾ࡭૚ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻ ൅ ࢈ࢅ૙ሺࣅ࢘ሻሿࢋିࢻࣅ૛࢚ ൅ ࢉ 
 
aplicando las condiciones iniciales y de frontera para hallar las constantes  ࡭૚,   ࢈   ݕ   ࢉ: 
 
 Espaciales (de frontera): 
ܶሺ∞, ݐሻ ൌ ∞ܶ 
ܶሺ∞, ݐሻ ൌ ሾܣଵܬ଴ሺߣ∞ሻ ൅ ܾ ଴ܻሺߣ∞ሻሿ݁ିఈఒమ௧ ൅ ܿ ൌ ∞ܶ 
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ሾܣଵܬ଴ሺ∞ሻ ൅ ܾ ଴ܻሺ∞ሻሿ݁ିఈఒమ௧ ൅ ܿ ൌ ∞ܶ 
ሾܣଵ · 0 ൅ ܾ · 0ሿ݁ିఈఒమ௧ ൅ ܿ ൌ ∞ܶ 
0 · ݁ିఈఒమ௧ ൅ ܿ ൌ ∞ܶ 
ࢉ ൌ ࢀ∞ 
 
ܶሺܴ, ݐሻ ൌ ௪ܶ  
ܶሺܴ, ݐሻ ൌ ሾܣଵܬ଴ሺߣܴሻ ൅ ܾ ଴ܻሺߣܴሻሿ݁ିఈఒమ௧ ൅ ∞ܶ ൌ ௪ܶ 
ሾ࡭૚ܬ଴ሺߣܴሻ ൅ ࢈ ଴ܻሺߣܴሻሿ݁ିఈఒమ௧ ൌ ௪ܶെ ∞ܶ 
 
െ݇ܣ ߲߲ܶݎฬோ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ         ׊ݐ, ݐ ൐ 0 
߲ܶ
߲ݎฬோ ൌ െ
݄ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ
݇  
A partir del perfil: 
ܶሺݎ, ݐሻ ൌ ሾܣଵܬ଴ሺߣݎሻ ൅ ܾ ଴ܻሺߣݎሻሿ݁ିఈఒమ௧ ൅ ∞ܶ 
߲ܶ
߲ݎ ൌ
߲
߲ݎ ൛ሾܣଵܬ଴ሺߣݎሻ ൅ ܾ ଴ܻሺߣݎሻሿ݁
ିఈఒమ௧ ൅ ∞ܶൟ ൌ ሾെܣଵߣܬଵሺߣݎሻ െ ܾߣ ଵܻሺߣݎሻሿ݁ିఈఒమ௧ 
          Para realizar la anterior derivada hay que tener en cuenta que [ZILL]: ܬ଴ᇱ ሺݔሻ ൌ െܬଵሺݔሻ   ݕ  ଴ܻᇱሺݔሻ ൌ െ ଵܻሺݔሻ  
 
߲ܶ
߲ݎฬோ ൌ ሾെܣଵߣܬଵሺߣݎሻ െ ܾߣ ଵܻሺߣݎሻሿ݁
ିఈఒమ௧ ൌ െ ݄ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ݇  
݇ሾܣଵߣܬଵሺߣܴሻ ൅ ܾߣ ଵܻሺߣܴሻሿ݁ିఈఒమ௧ ൌ ݄ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ 
݇ሾܣଵߣܬଵሺߣܴሻ ൅ ܾߣ ଵܻሺߣܴሻሿ݁ିఈఒమ௧ ൌ ݄ሾܣଵܬ଴ሺߣܴሻ ൅ ܾ ଴ܻሺߣܴሻሿ݁ିఈఒమ௧ 
݇ሾܣଵߣܬଵሺߣܴሻ ൅ ܾߣ ଵܻሺߣܴሻሿ ൌ ݄ሾܣଵܬ଴ሺߣܴሻ ൅ ܾ ଴ܻሺߣܴሻሿ 
݇ܣଵߣܬଵሺߣܴሻ ൅ ܾ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻ ൌ ݄ܣଵܬ଴ሺߣܴሻ ൅ ݄ܾ ଴ܻሺߣܴሻ 
ሾ݄ܬ଴ሺߣܴሻ െ ݇ߣܬଵሺߣܴሻሿ࡭૚ ൅ ሾ݄ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻሿ࢈ ൌ 0 
 
 Temporales (iniciales): 
ܶሺܴ, 0ሻ ൌ ௪ܶ଴      
ܶሺܴ, 0ሻ ൌ ሾܣଵܬ଴ሺߣܴሻ ൅ ܾ ଴ܻሺߣܴሻሿ݁ିఈఒమ଴ ൅ ∞ܶ ൌ ௪ܶ଴ 
ܣଵܬ଴ሺߣܴሻ ൅ ܾ ଴ܻሺߣܴሻ ൌ ௪ܶ଴ െ ∞ܶ 
ܬ଴ሺߣܴሻ࡭૚ ൅ ଴ܻሺߣܴሻ࢈ ൌ ௪ܶ଴ െ ∞ܶ 
 
Resolviendo el sistema para hallar ࡭૚  y   ࢈: 
 
൜ሾ݄ܬ଴ሺߣܴሻ െ ݇ߣܬଵሺߣܴሻሿ࡭૚ ൅ ሾ݄ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻሿ࢈ ൌ 0ܬ଴ሺߣܴሻ࡭૚ ൅ ଴ܻሺߣܴሻ࢈ ൌ ௪ܶ଴ െ ∞ܶ  
 
Por regla de Cramer: 
 
∆ൌ ฬ݄ܬ଴ሺߣܴሻ െ ݇ߣܬଵሺߣܴሻ ݄ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ฬ ൌ ሾ݄ܬ଴ሺߣܴሻ െ ݇ߣܬଵሺߣܴሻሿ ଴ܻሺߣܴሻ െ ܬ଴ሺߣܴሻሾ݄ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻሿ 
259 
 
 
∆ൌ ݄ܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݄ܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ൅ ݇ߣܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ ൌ െ݇ߣܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ൅ ݇ߣܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ 
∆ൌ െ݇ߣሾܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ െ ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻሿ 
 
∆ܣଵ ൌ ฬ 0 ݄ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻ௪ܶ଴ െ ∞ܶ ଴ܻሺߣܴሻ ฬ ൌ െሺ ௪ܶ଴ െ ∞ܶሻሾ݄ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻሿ 
 
∆ܾ ൌ ฬ݄ܬ଴ሺߣܴሻ െ ݇ߣܬଵሺߣܴሻ 0ܬ଴ሺߣܴሻ ௪ܶ଴ െ ∞ܶฬ ൌ ሾ݄ܬ଴ሺߣܴሻ െ ݇ߣܬଵሺߣܴሻሿሺ ௪ܶ଴ െ ∞ܶሻ 
 
así el valor de las constantes es 
 
ܣଵ ൌ ∆ܣଵ∆ ൌ
െሺ ௪ܶ଴ െ ∞ܶሻሾ݄ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻሿ
െ݇ߣሾܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ െ ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻሿ ൌ
݄ ଴ܻሺߣܴሻ െ ݇ߣ ଵܻሺߣܴሻ
݇ߣሾܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ െ ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻሿ ሺ ௪ܶ଴ െ ∞ܶሻ 
ܣଵ ൌ
݄
݇ߣ ଴ܻሺߣܴሻ െ ଵܻሺߣܴሻ
ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ െ ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ ሺ ௪ܶ଴ െ ∞ܶሻ 
 
ܾ ൌ ∆ܾ∆ ൌ
ሾ݄ܬ଴ሺߣܴሻ െ ݇ߣܬଵሺߣܴሻሿሺ ௪ܶ଴ െ ∞ܶሻ
െ݇ߣሾܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ െ ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻሿ ൌ
െ݄ܬ଴ሺߣܴሻ ൅ ݇ߣܬଵሺߣܴሻ
݇ߣሾܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ൅ ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻሿ ሺ ௪ܶ଴ െ ∞ܶሻ 
ܾ ൌ െ
݄
݇ߣ ܬ଴ሺߣܴሻ ൅ ܬଵሺߣܴሻ
ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ െ ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ ሺ ௪ܶ଴ െ ∞ܶሻ 
 
 
Por tanto la solución queda: 
 
ࢀሺ࢘, ࢚ሻ ൌ ࢀ∞ ൅ ࢋିࢻࣅ૛࢚ሾ࡭૚ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻ ൅ ࢈ࢅ૙ሺࣅ࢘ሻሿ 
Con 
࡭૚ ൌ
ࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࢎ࢑ࣅ ࢅ૙ሺࣅࡾሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ሺࢀ࢝૙ െ ࢀஶሻ 
 
࢈ ൌ
ࢎ
࢑ࣅ ࡶ૙ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ሺࢀ࢝૙ െ ࢀஶሻ 
 
Sustituyendo las constantes en la ecuación se obtiene: 
 
ܶሺݎ, ݐሻ ൌ ஶܶ ൅ ݁ିఈఒమ௧ሾܣଵܬ଴ሺߣݎሻ ൅ ܾ ଴ܻሺߣݎሻሿ 
 
ܶሺݎ, ݐሻ ൌ ஶܶ ൅ ݁ିఈఒమ௧ ቎ ଵܻ
ሺߣܴሻ െ ݄݇ߣ ଴ܻሺߣܴሻ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ሺ ௪ܶ଴ െ ஶܶሻܬ଴ሺߣݎሻ ൅
݄
݇ߣ ܬ଴ሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ሺ ௪ܶ଴ െ ஶܶሻ ଴ܻሺߣݎሻ቏ 
ܶሺݎ, ݐሻ െ ஶܶ ൌ ሺ ௪ܶ଴ െ ஶܶሻ݁ିఈఒమ௧ ቎ ଵܻ
ሺߣܴሻ െ ݄݇ߣ ଴ܻሺߣܴሻ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ܬ଴ሺߣݎሻ ൅
݄
݇ߣ ܬ଴ሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ଴ܻሺߣݎሻ቏ 
ܶ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ
݁ିఈఒమ௧
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ൜൤ ଵܻሺߣܴሻ െ
݄
݇ߣ ଴ܻሺߣܴሻ൨ ܬ଴ሺߣݎሻ ൅ ൤
݄
݇ߣ ܬ଴ሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ൨ ଴ܻሺߣݎሻൠ 
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ܶ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ
݁ିఈఒమ௧
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ൤ܬ଴ሺߣݎሻ ଵܻሺߣܴሻ െ
݄
݇ߣ ܬ଴ሺߣݎሻ ଴ܻሺߣܴሻ ൅
݄
݇ߣ ܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣݎሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣݎሻ൨ 
 
ࢀ െ ࢀஶ
ࢀ࢝૙ െ ࢀஶ ൌ
ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ ൅ ࢎ࢑ࣅ ሾࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ െ ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૙ሺࣅࡾሻሿ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ࢋ
ିࢻࣅ૛࢚ 
 
En ݎ ൌ ܴ (superficie del bulbo) la evolución en el tiempo es 
ܶሺܴ, ݐሻ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ ൅ ݄݇ߣ ሾܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ െ ܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻሿ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ݁
ିఈఒమ௧ 
ܶሺܴ, ݐሻ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ ൅ ݄݇ߣ ሾܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ െ ܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻሿ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ݁
ିఈఒమ௧ 
ܶሺܴ, ݐሻ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ
ܬ଴ሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻ െ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻ ݁
ିఈఒమ௧ 
 
Si    ܶሺܴ, ݐሻ ൌ ோܶ ൌ ܶௐ 
௪ܶ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ ݁
ିఈఒమ௧ 
o en su forma logarítmica: 
 
݈݊ ௪ܶ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ െߙߣ
ଶݐ 
o despejando  
௪ܶ ൌ ሺ ௪ܶ଴ െ ஶܶሻ݁ିఈఒమ௧ ൅ ஶܶ 
 
La  ecuación  anterior,  representa  la  evolución  en  el  tiempo  de  la  temperatura  en  la  superficie  del  bulbo,  obtenida  a  partir  del  perfil  de 
temperatura del fluido que rodea al bulbo. Ecuación que tiene la misma forma exponencial de la evolución de temperatura que se obtiene más 
adelante (en Fluido Termométrico) dentro del bulbo: 
݈݊ ܶ െ ஶܶ
଴ܶെ ஶܶ ൌ െ
݄ܣ௕
ܯܿ௣ ݐ 
 
 
 
 
 
Despreciando la resistencia de pared  ௪ܶ ൎ ܶ, y  ௪ܶ଴ ൎ ଴ܶ y por comparación: 
 
݈݊ ௪ܶ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൎ ݈݊
ܶ െ ஶܶ
଴ܶെ ஶܶ  
 
െߙߣଶݐ ൌ െ ݄ܣ௕ܯܿ௣ ݐ 
ߙߣଶ ൌ ݄ܣ௕ߩܸܿ௣ ·
݇
݇ 
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ߙߣଶ ൌ ݇ߩܿ௣
݄
݇
1
ܮ௖
ܮ௖
ܮ௖ 
ߙߣଶ ൌ ݇ߩܿ௣
݄ܮ௖
݇
1
ܮ௖ଶ 
ߙߣଶ ൌ ߙᇱܤ݅ 1ܮ௖ଶ 
 
Donde ߙᇱ es la difusividad térmica del fluido termométrico. No olvidar que:  
 
ߙ ൌ ݇ߩܿ௉ 
Retomando: 
 
ߣଶ ൌ ߙ
ᇱ
ߙ
ܤ݅
ܮ௖ଶ ൌ
1
ߙ
ߙᇱ
ܮ௖ଶ ܤ݅ ൌ
1
ߙ
ܨ݋
ݐ · ܤ݅ ൌ ܤ݅ܨ݋
1
ߙݐ 
 
donde el número de Fourier,  ܨ݋, está dado por: 
ܨ݋ ൌ ߙ
ᇱݐ
ܮ௖ଶ  
 
despreciando la resistencia de pared la constante ߣ  tiene el valor de: 
ࣅ ൌ ඨ ࢎࢻ࣋ࡸࢉࢉ࢖ ൌ ඨ
ࢻᇱ
ࢻ
࡮࢏
ࡸࢉ૛ ൌ
૚
ࡸࢉ ඨ
ࢻᇱ
ࢻ
࡮࢏
ࡸࢉ૛ ൌ ඨ
࡮࢏ࡲ࢕
ࢻ࢚  
 
considerando la resistencia de la pared: 
ሶܳ ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ ൌ ሶܳ௖௢௡௩௘௖௖௜ó௡ 
 
ܶ െ ௪ܶ
ܴ௪ ൌ ݄ܣሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൌ
ܶ െ ஶܶ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
 
Los perfiles arrojados: 
݈݊ ௪ܶ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ െߙߣ
ଶݐ 
݈݊ ܶ െ ஶܶ
଴ܶെ ஶܶ ൌ െ
݄כܣ௕
ܯܿ௣ ݐ 
 
Donde ݄כ es un coeficiente global de transferencia de calor (en realidad U), ya que tiene incluida la resistencia de pared: 
 
௪ܶ െ ஶܶ ൌ ܶ െ ஶܴܶ௪ ൅ 1݄ܣ
 
Igualmente:  
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ ଴ܶ െ ஶܴܶ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
 
 
Reemplazando: 
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݈݊ ௪ܶ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ ݈݊
ܶ െ ஶܶ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
଴ܶ െ ஶܶ
ܴ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
ൌ ݈݊ ଴ܶ െ ஶܶܶ െ ஶܶ
ܴ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
ൌ ݈݊ ଴ܶ െ ஶܶܶ െ ஶܶ ൅ ݈݊
ܴ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
 
Ahora si se considera que ܴ௪ ൎ ܴ௪଴: 
 
݈݊ ௪ܶ െ ஶܶ
௪ܶ଴ െ ஶܶ ൌ ݈݊
଴ܶ െ ஶܶ
ܶ െ ஶܶ ൅ ݈݊
ܴ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
 
െߙߣଶݐ ൌ െ ݄
כܣ௕
ܯܿ௣ ݐ ൅ ݈݊
ܴ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
 
Despejando: 
 
ߣଶ ൌ ݄
כܣ௕
ߙܯܿ௣ െ
1
ߙݐ ݈݊
ܴ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
 
 
Dado que se tiene: 
 
ሶܳ ൌ ∆்ܴܶ  
Por definición de Fourier del coeficiente global: 
ሶܳ ൌ ܷܣ∆ܶ 
Este coeficiente ܷ sería el coeficiente ݄כ,  
Igualando:  
∆ܶ
்ܴ ൌ ܷܣ∆ܶ 
 
De donde   
 
்ܴ ൌ 1ܷܣ ൌ
1
 ݄כܣ 
 
Despejando ݄כ: 
݄כ ൌ 1்ܴ ܣ 
 
 
 
Ahora como:  
∆ܶ ൌ  ܶ െ ஶܶ 
 
Las resistencias presentes entre estas dos temperaturas:  
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்ܴ ൌ ܴ௪ ൅ ܴ஼ ൌ ܴ௪ ൅ 1݄ܣ 
 
no olvidar que la resistencia de pared, ܴ௪, es conductiva en un cilindro hueco: 
ܴ௪ ൌ 12ߨ݇ܮ ݈݊
ܦ௘௫௧
ܦ௜௡௧  
luego el coeficiente global será: 
݄כ ൌ 1்ܴ ܣ ൌ
1
ܣ ቀܴ௪ ൅ 1݄ܣቁ
ൌ 1
ܣܴ௪ ൅ 1݄
 
también:  
1
 ݄כܣ ൌ ்ܴ ൌ ܴ௪ ൅
1
݄ܣ 
 
o también despejando ݄: 
1
݄ܣ ൌ
1
 ݄כܣ െ ܴ௪ 
 
݄ ൌ 11
 ݄כ െ ܣܴ௪
 
así: 
 
ሶܳ ௖௢௡ௗ௨௖௖௜ó௡ ൌ ሶܳ௖௢௡௩௘௖௖௜ó௡ 
 
1
݄כܣ ൌ
1
݄ܣ ൅ ܴ௪  
se puede reescribir: 
ߣଶ ൌ ݄
כܣ௕
ߙܯܿ௣ െ
1
ߙݐ ݈݊
ܴ௪଴ ൅ 1݄଴ܣ
ܴ௪ ൅ 1݄ܣ
 
ߣଶ ൌ ݄
כܣ௕
ߙܯܿ௣ െ
1
ߙݐ ݈݊
1
݄଴כܣ1
݄כܣ
ൌ ݄
כܣ௕
ߙܯܿ௣ െ
1
ߙݐ ݈݊
݄כ
݄଴כ  
ߣଶ ൌ ݄
כܣ௕
ߙܯܿ௣ െ
1
ߙݐ ݈݊
݄כ
݄଴כ ൌ
݄כ
ߙߩܮ௖ܿ௣ െ
1
ߙݐ ݈݊
݄כ
݄଴כ ൌ
ߙᇱ
ߙ
ܤ݅
ܮ௖ଶ െ
1
ߙݐ ݈݊
݄כ
݄଴כ ൌ
ܤ݅ܨ݋
ߙݐ െ
1
ߙݐ ݈݊
݄כ
݄଴כ ൌ
1
ߙݐ ቈܤ݅ܨ݋ െ ݈݊
݄כ
݄଴כ ቉ 
 
ࣅ ൌ ඨ ࢎ
כ
ࢻ࣋ࡸࢉࢉ࢖ െ
૚
ࢻ࢚ ࢒࢔
ࢎכ
ࢎ૙כ ൌ ඨ
ࢻᇱ
ࢻ
࡮࢏
ࡸࢉ૛ െ
૚
ࢻ࢚ ࢒࢔
ࢎכ
ࢎ૙כ ൌ ඨ
૚
ࢻ࢚ ቈ࡮࢏ࡲ࢕ െ ࢒࢔
ࢎכ
ࢎ૙כ ቉ 
 
Se observa que si ݄כ ൌ ݄଴כ , se obtiene: 
 
ࣅ ൌ ඨ࡮࢏ࡲ࢕ࢻ࢚  
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Esto puede suceder si se desprecia ܴ௪  ante  ଵ௛஺ y 
ଵ
௛బ஺ y si además ݄ ൌ ݄଴. 
 
La constante  ࣅ  surge durante el proceso de solución de la ecuación de energía, y ésta depende de la velocidad del fluido, como se observara al 
sustituir el perfil de temperatura en la ecuación de cantidad de movimiento. El parámetro ߣ puede obtenerse de los datos experimentales de 
temperatura en el bulbo y por mínimos cuadrados por la ecuación de la evolución de la temperatura. 
 
De los datos de temperatura del termómetro puede determinarse ࣅ y conocido ࣅ se tiene el perfil de temperaturas con el cual se resuelve  la 
ecuación de cantidad de movimiento para determinar el perfil de velocidad: 
 
ࣔ࢜ࢠ
࢚ࣔ ൌ ࣇ ቆ
ࣔ૛࢜ࢠ
ࣔ࢘૛ ൅
૚
࢘
ࣔ࢜ࢠ
ࣔ࢘ ቇ ൅ ࢍࢼሺࢀ െ ࢀஶሻ 
Condición inicial       ݐ ൌ 0        ݒ௭ ൌ ݒ௜                
Condición en la superficie  ݎ ൌ ܴ       ݒ௭ ൌ 0 
Retomando el perfil de temperatura:  
ࢀ െ ࢀஶ
ࢀ࢝૙ െ ࢀஶ ൌ
ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ ൅ ࢎ࢑ࣅ ሾࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ െ ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૙ሺࣅࡾሻሿ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ࢋ
ିࢻࣅ૛࢚ 
ࢀ െ ࢀஶ ൌ
ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ ൅ ࢎ࢑ࣅ ሾࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ െ ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૙ሺࣅࡾሻሿ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ሺࢀ࢝૙ െ ࢀஶሻࢋ
ିࢻࣅ૛࢚ 
El parámetro ߣ queda vinculado a la velocidad cuando la solución anterior se reemplace en la ecuación de cantidad de movimiento  ߣ ൌ ݂ሺݒҧ௭ሻ. 
ࣔ࢜ࢠ
࢚ࣔ ൌ ࣇ ቆ
ࣔ૛࢜ࢠ
ࣔ࢘૛ ൅
૚
࢘
ࣔ࢜ࢠ
ࣔ࢘ ቇ ൅
ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ ൅ ࢎ࢑ࣅ ሾࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ െ ࡶ૙ሺࣅ࢘ሻࢅ૙ሺࣅࡾሻሿ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅ࢘ሻ
ࡶ૙ሺࣅࡾሻࢅ૚ሺࣅࡾሻ െ ࡶ૚ሺࣅࡾሻࢅ૙ሺࣅࡾሻ ࢍࢼሺࢀ࢝૙ െ ࢀஶሻࢋ
ିࢻࣅ૛࢚ 
La solución de esta ecuación permite relacionar la velocidad con el parámetro ࣅ. 
Aplicando la condición en ݎ ൌ ߜ ,  ܶ ൌ ஶܶ al perfil de temperatura se obtiene: 
ሾܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣߜሻ െ ܬ଴ሺߣߜሻ ଴ܻሺߣܴሻሿ ܰݑߣܦ ൌ ܬଵሺߣܴሻ ଴ܻሺߣߜሻ െ ܬ଴ሺߣߜሻ ଵܻሺߣܴሻ 
Finalmente el Nusselt para todo el sistema es: 
ܰݑ ൌ
ฬܬଵሺߣܴሻ ଵܻሺߣܴሻܬ଴ሺߣߜሻ ଴ܻሺߣߜሻฬ
ฬܬ଴ሺߣܴሻ ଴ܻሺߣܴሻܬ଴ሺߣߜሻ ଴ܻሺߣߜሻฬ
ߣܦ 
Obsérvese que así el perfil de temperatura varia en el tiempo, la solución produce un solo número de Nusselt para el sistema que no depende 
del  tiempo,  si  el  parámetro  ࣅ no depende  del  tiempo,  lo que  implica que  la  resistencia  de  pared  es  despreciable  y que  el  coeficiente de 
transferencia de calor por convección es constante a través del tiempo, lo que en realidad no sucede, pero que es salvable en la medida de que 
se  podría  asumir  el  valor  promedio  como  constante.  Como  no  se  conoce  el  espesor  de  la  capa  límite,  ࢾ,  y  dado  que  se  obtuvo 
experimentalmente un valor de ܰݑ y de ߣ tanto instantáneo como promedio, con estos resultados y a través de la ecuación anterior es posible 
encontrar dicho espesor tanto instantáneo como promedio.  
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II. TERMÓMETRO EN POSICIÓN VERTICAL CON FLUJO CUASIESTACIONARIO  
 
Durante  los experimentos se observó que  la temperatura en  la escala del termómetro a partir de terminado  instante varía muy  lentamente. 
Definiendo una escala de tiempo adecuada puede considerarse en este intervalo de tiempo que la derivada  de la temperatura y velocidad con 
respecto al  tiempo no cambian apreciablemente y el problema puede  tratarse como en estado estacionario   డ்ௗ௧ ൌ
డ௩೥
డ௧ ൌ 0. Manteniendo  las 
restricciones del modelo  anterior más  la  consideración de Estado estacionario  las ecuaciones de  cantidad de movimiento    y de energía  se 
reducen a: 
 
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ െ
݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻ
߭  
 
߲ଶܶ
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ܶ
߲ݎ ൌ 0 
 
Las condiciones para la ecuación de energía son  
 
                                                   En ݎ ൌ ܴ ՜ ܶ ൌ ோܶ ൌ ௪ܶ      
՜ ߲߲ܶݎ ൌ
߲ܶ
߲ݎฬோ  
Considerando que ܶሺݎ, ݖሻ ൌ ܶሺݎሻ, para que esta ecuación de energía sea diferencial ordinaria y multiplicando dicha ecuación por ࢘૛: 
 
ݎଶ ݀
ଶܶ
݀ݎଶ ൅ ݎ
݀ܶ
݀ݎ ൌ 0 
 
Lo cual es una ecuación de Cauchy‐Euler [ZILL] de la forma: 
 
ݔଶ ݀
ଶݕ
݀ݔଶ ൅ ݔ
݀ݕ
݀ݔ ൌ 0 
Cuya solución está dada de la forma 
ݕ ൌ ݔ௠ 
Aplicando a la ecuación de energía, la solución tendrá la forma: 
 
ܶ ൌ ݎ௠ 
Derivando  
݀ܶ
݀ݎ ൌ ݉ݎ
௠ିଵ 
݀ଶܶ
݀ݎଶ ൌ ݉ሺ݉ െ 1ሻݎ
௠ିଶ 
 
y sustituyendo en la ecuación de energía: 
 
ݎଶሾ݉ሺ݉ െ 1ሻݎ௠ିଶሿ ൅ ݎሺ݉ݎ௠ିଵሻ ൌ 0 
 
ሺ݉ଶ െ ݉ሻݎ௠ ൅ ݉ݎ௠ ൌ 0 
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ሺ݉ଶ െ ݉ ൅ ݉ሻݎ௠ ൌ 0 
݉ଶ ൌ 0 
݉ ൌ 0 
de orden de multiplicidad 2. 
 
Luego la solución es de la forma: 
 
ܶ ൌ ܿଵݎ௠ ൅ ܿଶݎ௠ܮ݊ሺݎሻ 
ܶ ൌ ܿଵݎ଴ ൅ ܿଶݎ଴ܮ݊ሺݎሻ 
ܶ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺݎሻ 
 
Bajo las condiciones de frontera: 
 
En ݎ ൌ ܴ ՜ ܶ ൌ ோܶ ൌ ௪ܶ: 
௪ܶ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺܴሻ 
En ݎ ൌ ܴ ՜ డ்డ௥ቚோ 
ܶ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺݎሻ 
߲ܶ
݀ݎ ൌ
ܿଶ
ݎ  
߲ܶ
߲ݎฬோ ൌ
ܿଶ
ܴ  
Despejando ܿଶ: 
ܿଶ ൌ ܴ ߲߲ܶݎฬோ 
Luego para ܿଵ: 
ܿଵ ൌ ௪ܶ െ ܿଶܮ݊ሺܴሻ ൌ ௪ܶ െ ܴ ߲߲ܶݎฬோ ܮ݊ሺܴሻ 
 
Reemplazando en el perfil: 
 
ܶ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺݎሻ 
ܶ ൌ ௪ܶ െ ܴ ߲߲ܶݎฬோ ܮ݊ሺܴሻ ൅ ܴ
߲ܶ
߲ݎฬோ ܮ݊ሺݎሻ 
ܶ ൌ ௪ܶ െ ܴ ߲߲ܶݎฬோ ሾܮ݊ሺܴሻ െ ܮ݊ሺݎሻሿ 
ܶ ൌ ௪ܶ െ ܴ ߲߲ܶݎฬோ ܮ݊
ܴ
ݎ  
La solución de la ecuación de energía bajo estas condiciones es también de la forma: 
 
ܶ ൌ ௪ܶ ൅ ܴ ߲߲ܶݎฬோ ܮ݊
ݎ
ܴ 
 
De la segunda condición se puede definir el número de Nusselt, definiendo como longitud característica el diámetro del bulbo del termómetro, 
aunque se está en libertad de elegir la longitud del cilindro como longitud característica.  
 
ܰݑ஽ ൌ െ ܦ௪ܶ െ ∞ܶ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
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Se procede a sustituir el perfil de temperatura obtenido en la ecuación de cantidad de movimiento: 
 
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ െ
݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻ
߭  
Para obtener: 
  
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ െ
݃ߚ
߭ ൬ ௪ܶ ൅ ܴ
߲ܶ
߲ݎฬோ ܮ݊
ݎ
ܴ െ ∞ܶ൰ 
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ െ
݃ߚ
߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ 
 
Donde   y b son: 
ܽ ൌ ௪ܶ െ ∞ܶ 
ܾ ൌ ߲߲ܶݎฬோ 
Condiciones límite:  
     En  ݎ ൌ ܴ ՜ ݒ௭ ൌ 0 
     En  ݎ ൌ ߜ ՜ ݒ௭ ൌ 0 
՜ ߲ݒ௭߲ݎ ൌ 0 
 
       
Solucionando la ecuación de c.mov junto con las condiciones límite  
 
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ െ
݃ߚ
߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ 
 
Es también una ecuación no homogénea de Cauchy‐Euler análoga a la de energía. Por lo tanto la solución de la homogénea: 
߲ଶݒ௭
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ݒ௭
߲ݎ ൌ 0 
es la función complementaria: 
ݒ௭௖ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺݎሻ 
 
Ahora se encuentra la particular por variación de parámetros [ZILL]: 
ݒ௭௣ ൌ ݑଵݒ௭ଵ ൅ ݑଶݒ௭ଶ 
Donde  
ݒ௭ଵ ൌ 1 
ݒ௭ଶ ൌ ܮ݊ሺݎሻ 
 
Aplicando el Wronskiano ܹ  y los determinantes   ଵܹ ݕ ଶܹ para determinar los parámetros ݑଵ ݕ ݑଶ. Se conoce que la función no 
complementaria es: 
݂ሺݎሻ ൌ െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ 
 
Así  
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ܹ ൌ ฬݒ௭ଵ ݒ௭ଶݒ௭ଵᇱ ݒ௭ଶᇱ ฬ ൌ อ
1 ܮ݊ሺݎሻ
0 1ݎ
อ ൌ 1ݎ 
 
ଵܹ ൌ ቤ
0 ݒ௭ଶ
݂ሺݎሻ ݒ௭ଶᇱ ቤ ൌ อ
0 ܮ݊ሺݎሻ
െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ
1
ݎ
อ ൌ െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ ܮ݊ሺݎሻ 
 
ଶܹ ൌ ቤ
ݒ௭ଵ 0
ݒ௭ଵᇱ ݂ሺݎሻቤ ൌ อ
1 0
0 െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ
อ ൌ െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ 
De esta manera: 
ݑଵᇱ ൌ ଵܹܹ ൌ
െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ ܮ݊ሺݎሻ
1
ݎ
ൌ െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ ݎܮ݊ሺݎሻ 
 
ݑଶᇱ ൌ ଶܹܹ ൌ
െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ
1
ݎ
ൌ െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ ݎ 
Encontrando  
ݑଵ ൌ න െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ ݎܮ݊ሺݎሻ ݀ݎ ൌ െ
݃ߚ
߭ නሺܽ ൅ ܾܴܮ݊ݎ െ ܾܴܮܴ݊ሻݎܮ݊ݎ ݀ݎ 
ݑଵ ൌ െ ݃ߚ߭ නሾሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻݎܮ݊ݎ ൅ ܾܴݎܮ݊
ଶݎሿ ݀ݎ 
ݑଵ ൌ െ ݃ߚ
ሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻ
߭ න ݎܮ݊ݎ݀ݎ െ
݃ߚܾܴ
߭ න ݎܮ݊
ଶݎ ݀ݎ 
Integrando por partes: 
 
න ݎܮ݊ݎ݀ݎ ൌ නሺܮ݊ݎሻݎ݀ݎ ൌ 12 ݎ
ଶ ܮ݊ݎ െ න 12 ݎ
ଶ · 1ݎ ݀ݎ ൌ
1
2 ݎ
ଶ ܮ݊ݎ െ 12 න ݎ ݀ݎ ൌ
1
2 ݎ
ଶ ܮ݊ݎ െ 14 ݎ
ଶ ൅ ܿ 
 
ݑ ൌ ܮ݊ݎ ՜ ݀ݑ ൌ 1ݎ ݀ݎ 
݀ݒ ൌ ݎ݀ݎ ՜ ݒ ൌ 12 ݎ
ଶ 
න ݎܮ݊ଶݎ ݀ݎ ൌ නሺܮ݊ଶݎሻ ݎ݀ݎ ൌ 12 ݎ
ଶܮ݊ଶݎ െ න 12 ݎ
ଶ · 2ݎ ܮ݊ݎ݀ݎ ൌ
1
2 ݎ
ଶܮ݊ଶݎ െ න ݎ ܮ݊ݎ݀ݎ 
ݑ ൌ ܮ݊ଶݎ ՜ ݀ݑ ൌ 2ݎ ܮ݊ݎ݀ݎ 
݀ݒ ൌ ݎ݀ݎ ՜ ݒ ൌ 12 ݎ
ଶ 
න ݎܮ݊ଶݎ ݀ݎ ൌ 12 ݎ
ଶܮ݊ଶݎ െ ൬12 ݎ
ଶ ܮ݊ݎ െ 14 ݎ
ଶ൰ ൅ ܿ ൌ 12 ݎ
ଶܮ݊ଶݎ െ 12 ݎ
ଶ ܮ݊ݎ ൅ 14 ݎ
ଶ ൅ ܿ 
 
retomando: 
ݑଵ ൌ െ ݃ߚ
ሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻ
߭ න ݎܮ݊ݎ݀ݎ െ
݃ߚܾܴ
߭ න ݎܮ݊
ଶݎ ݀ݎ 
 
ݑଵ ൌ െ ݃ߚሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻ߭ ൬
1
2 ݎ
ଶ ܮ݊ݎ െ 14 ݎ
ଶ൰ െ ݃ߚܾܴ߭ ൬
1
2 ݎ
ଶܮ݊ଶݎ െ 12 ݎ
ଶ ܮ݊ݎ ൅ 14 ݎ
ଶ൰ 
ݑଵ ൌ െ ݃ߚܾܴ߭
1
2 ݎ
ଶܮ݊ଶݎ െ ቈ݃ߚሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻ߭ െ
݃ߚܾܴ
߭ ቉
1
2 ݎ
ଶܮ݊ݎ ൅ ݃ߚ߭ ሾሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻ െ ܾܴሿ
1
4 ݎ
ଶ 
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࢛૚ሺ࢘ሻ ൌ െ ૚૛
ࢍࢼ࢈ࡾ
࣏ ࢘
૛ࡸ࢔૛࢘ െ ૚૛
ࢍࢼ
࣏ ሾࢇ െ ࢈ࡾሺࡸ࢔ࡾ ൅ ૚ሻሿ࢘
૛ࡸ࢔࢘ ൅ ૚૝
ࢍࢼ
࣏ ൣሾࢇ െ ࢈ࡾሺࡸ࢔ࡾ ൅ ૚ሻሿ൧࢘
૛ 
 
De la misma forma para ݑଶ: 
 
ݑଶ ൌ න െ ݃ߚ߭ ቀܽ ൅ ܾܴܮ݊
ݎ
ܴቁ ݎ݀ݎ ൌ െ
݃ߚ
߭ නሺܽ ൅ ܾܴܮ݊ݎ െ ܾܴܮܴ݊ሻ ݎ݀ݎ 
ݑଶ ൌ െ ݃ߚ߭ නሾሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻݎ ൅ ܾܴݎܮ݊ݎሿ ݀ݎ ൌ െ
݃ߚሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻ
߭ න ݎ݀ݎ െ
݃ߚܾܴ
߭ න ݎܮ݊ݎ݀ݎ 
࢛૛ሺ࢘ሻ ൌ െ ૚૛
ࢍࢼሺࢇ െ ࢈ࡾࡸ࢔ࡾሻ
࣏ ࢘
૛ െ ࢍࢼ࢈ࡾ࣏ ൬
૚
૛ ࢘
૛ ࡸ࢔࢘ െ ૚૝ ࢘
૛൰ 
Así  
ݒ௭௣ ൌ ݑଵݒ௭ଵ ൅ ݑଶݒ௭ଶ 
ݒ௭௣ ൌ ݑଵ ൅ ݑଶܮ݊ሺݎሻ 
ݒ௭௣ ൌ െ
1
2
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ଶݎ െ 12
݃ߚ
߭ ሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿݎ
ଶܮ݊ݎ ൅ 14
݃ߚ
߭ ൣሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿ൧ݎ
ଶ
െ ቈ12
݃ߚሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻ
߭ ݎ
ଶ ൅ ݃ߚܾܴ߭ ൬
1
2 ݎ
ଶ ܮ݊ݎ െ 14 ݎ
ଶ൰቉ ܮ݊ሺݎሻ 
ݒ௭௣ ൌ െ
1
2
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ଶݎ െ 12
݃ߚ
߭ ሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿݎ
ଶܮ݊ݎ ൅ 14
݃ߚ
߭ ൣሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿ൧ݎ
ଶ െ 12
݃ߚሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻ
߭ ݎ
ଶܮ݊ݎ
െ ݃ߚܾܴ߭ ൬
1
2 ݎ
ଶ ܮ݊ଶݎ െ 14 ݎ
ଶܮ݊ݎ൰ 
ݒ௭௣ ൌ െ
1
4
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ଶݎ െ 12
݃ߚ
߭ ሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻ െ ሺܽ െ ܾܴܮܴ݊ሻሿݎ
ଶܮ݊ݎ ൅ 14
݃ߚ
߭ ൣሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿ൧ݎ
ଶ ൅ 14
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ݎ 
ݒ௭௣ ൌ െ
1
4
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ଶݎ ൅ 34
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ݎ ൅ 14
݃ߚ
߭ ൣሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿ൧ݎ
ଶ 
 
Por tanto el perfil general de velocidad esta dado por: 
 
ݒ௭ ൌ ݒ௭௖ ൅ ݒ௭௣ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶܮ݊ሺݎሻ െ
1
4
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ଶݎ ൅ 34
݃ߚܾܴ
߭ ݎ
ଶܮ݊ݎ ൅ 14
݃ߚ
߭ ൣሾܽ െ ܾܴሺܮܴ݊ ൅ 1ሻሿ൧ݎ
ଶ 
 
 
Ajustando a las condiciones de frontera: 
 
࢜ࢠ ൌ ࢍࢼ૝࣏ ൜ሺࢇ െ ࢈ࡾሻሺࡾ
૛ െ ࢘૛ሻ ൅ ൤૛ࢾ૛ ൬ࢇ ൅ ࢈ࡾࡸ࢔ ࢾࡾ൰ ൅
૚
૛ ࢾ
૛ െ ࢈ࡾሺࢾ૛ ൅ ࢘૛ሻ൨ ࡸ࢔ ቀ࢘ࡾቁൠ 
 
Obsérvese  que  si  se  utiliza  la  ecuación  del  perfil  de  temperaturas  conociendo  ࢈  (el  gradiente  de  temperatura  en  la  superficie  del  bulbo) 
entonces quedaría determinado el número de Nusselt. Esta  constante puede determinarse al aplicar  la condición en ݎ ൌ ߜ ՜ ݒ௭ ൌ 0 en  la 
ecuación del perfil de velocidad pues se obtiene el gradiente de temperatura en la superficie del bulbo, es decir ࢈.  
 
Realizando lo anterior se obtiene, ܾ, al ajustar la condición de ݎ ൌ ߜ ՜ ݒ௭ ൌ 0 en el perfil de velocidad: 
ܾ ൌ
െ 12 ሺ ௪ܶ െ ∞ܶሻ ൤ߜଶܮ݊
ߜ
ܴ ൅
1
2 ሺܴଶ െ ߜଶሻ൨
ܴ ൤ߜଶܮ݊ ߜܴ ቀܮ݊
ߜ
ܴ െ
1
2ቁ െ
1
4 ሺܴଶ െ ߜଶሻ൨
 
 
El recordar que ܾ ൌ డ்డ௥ቚோ y sustituirlo en la ecuación del perfil de temperatura, permite obtener finalmente el número de Nusselt:  
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ࡺ࢛ ൌ ተተ૛
ቀࢾࡾቁ
૛
ቀ૚ െ ૛ࡸ࢔ ࢾࡾቁ െ ૚
ቀࢾࡾቁ
૛
൤૚ െ ૛ࡸ࢔ ࢾࡾ ቀ૚ െ ࡸ࢔
ࢾ
ࡾቁ൨ െ ૚
ተተ 
 
Nota: las dos barras indican valor absoluto. 
 
Es decir que Nusselt depende solo del espesor de la capa límite térmica. 
 
 
III. TERMÓMETRO EN POSICIÓN HORIZONTAL CON FLUJO CUASIESTACIONARIO  
 
Para  plantear  el modelo  correspondiente  al  cilindro  horizontal,  es  necesario  considerar  que  este  problema  es más  complejo  que  el  de 
convección en cilindro vertical, dado que en este caso,  la fuerza de flotación al trabajar el problema en coordenadas cilíndricas no tiene una 
sola componente sino, tiene dos componentes (la angular y la radial). Pese a que en coordenadas rectangulares la fuerza de flotación tiene una 
componente, el problema se planteará en coordenadas cilíndricas pues al trabajarlo en coordenadas rectangulares el problema es más difícil de 
plantear, y sobre todo de resolver. 
 
Inicialmente se asumen las siguientes restricciones: 
  
En coordenadas cilíndricas se tiene el vector velocidad: 
 
ݒറ ൌ ݒ௥݁௥ ൅ ݒఏ݁ఏ ൅ ݒ௭݁௭ 
 
Al observar en el interferograma de la visualización de las líneas de corriente del fluido en convección libre alrededor de un cilindro horizontal 
se considera que cerca a la superficie del bulbo (dentro de la capa límite) el movimiento es principalmente angular pues el flujo tiende a seguir 
el contorno del cilindro; despreciando por ello las componentes radial y axial de velocidad ante la angular, y por ello ݒ௥ ൌ ݒ௭ ൌ 0, para que el 
vector velocidad se reduzca a: ݒറ ൌ ݒఏ݁ఏ 
 
Interferograma de cilindro enfriándose por convección natural [HOLMAN] 
 
la fuerza de flotación por metro cúbico es 
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ܨറா ൌ ߩ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻܿ݋ݏߠ݁௥ ൅ ߩ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻݏ݁݊ߠ݁ఏ ൅ 0݁௭ 
 
 
Caso de gradiente angular de temperatura constante  
 
Al aplicar la ecuación de cantidad de movimiento expuestas en el numeral 2.1.1 se obtiene: 
 
Componente radial: 
െߩ ݒఏ
ଶ
ݎ ൌ െ
߲݌
߲ݎ ൅ ߩ݃௥ െ
2ߤ
ݎଶ
߲ݒఏ
߲ߠ ൅  
െ ݒఏ
ଶ
ݎ ൌ െ
2߭
ݎଶ
߲ݒఏ
߲ߠ ൅ ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻܿ݋ݏߠ 
Componente angular: 
ߩ ݒఏݎ
߲ݒఏ
߲ߠ ൌ െ
1
ݎ
߲݌
߲ߠ ൅  ߩ݃ఏ ൅ ߤ ൥
߲
߲ݎ ൭
1
ݎ
߲
߲ݎ ሺݎݒఏሻ൱ ൅
1
ݎଶ
߲ଶݒ௥
߲ߠଶ ൩ 
ݒఏ
ݎ
߲ݒఏ
߲ߠ ൌ ߭ ൥
߲
߲ݎ ൭
1
ݎ
߲
߲ݎ ሺݎݒఏሻ൱ ൅
1
ݎଶ
߲ଶݒ௥
߲ߠଶ ൩ ൅ ݃ߚሺܶ െ ∞ܶሻݏ݁݊ߠ 
 
Considerando gradiente angular de temperatura constante e  ignorando  la generación de calor por fricción viscosa y propiedades constantes 
bajo el supuesto de flujo incompresible (que es válida si el Número de Mach es <0.3), la ecuación de energía expuesta anteriormente conduce 
a:  
ߩܥ௩ ݒఏݎ
߲ܶ
߲ߠ ൌ ݇ ൤
1
ݎ
߲
߲ݎ ൬ݎ
߲ܶ
߲ݎ൰൨ 
ݒఏ
ݎ ߉ ൌ ߙ ቆ
߲ଶܶ
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ܶ
߲ݎቇ 
 
Donde ߉ ൌGradiente de temperatura angular  
 
Combinando las componentes angular y radial de cantidad de movimiento y utilizando la ecuación de energía, se obtiene la ecuación: 
 
2߭ ߲ݒఏ߲ߠ െ ݎݒఏ
ଶ െ ߭ݒఏܿ݋ݐߠ ൌ 0 
 
Condiciones en ݎ ൌ ܴ ݒఏ ൌ 0   y  en  ߠ ൌ 0  ݒఏ ൌ 0 
 
Al Solucionar la ecuación anterior, en serie de potencias la distribución de velocidad angular tiene la forma:  
 
ݒఏ ൌ ݒ௠௔௫ ൤ቀݎܴቁ
ଶ
െ 1൨ √ߠ 
 
Combinando la ecuación de energía con el perfil anterior de velocidad, se obtiene 
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߲ଶܶ
߲ݎଶ ൅
1
ݎ
߲ܶ
߲ݎ ൌ െ
ݒ௠௔௫߉
ߙ ൬
1
ݎ െ
ݎ
ܴଶ൰ √ߠ 
 
Bajo las condiciones límite en la superficie del bulbo 
 
En   ݎ ൌ ܴ       ܶ ൌ ௪ܶ 
En   ݎ ൌ ߜ       ܶ ൌ ஶܶ 
 
Solucionando y forzando condiciones límite se obtiene el perfil de temperatura 
 
ܶ െ ௪ܶ
௪ܶ െ ஶܶ ܮ݊
ߜ
ܴ ൅ ܮ݊
ݎ
ܴ െ
ݒ௠௔௫߉
ߙሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൞ተ
߶ሺݎሻ ܮ݊ ݎܴ
߮ሺݎሻ ܮ݊ ߜܴ
ተ െ ተ
ݎ ܮ݊ ݎܴ
ߜ ܮ݊ ߜܴ
ተ ൅ 89 ܴൢ √ߠ ൌ 0 
donde 
߶ሺݎሻ ൌ ݎ
ଷ
9ܴଶ 
߮ሺݎሻ ൌ ߜ
ଷ
9ܴଶ 
 
Al derivar el perfil de temperatura y evaluarlo en ݎ ൌ ܴ 
 
߲ܶ
߲ݎฬோ ൌ
ݒ௠௔௫߉
ߙሺ ௪ܶ െ ஶܶሻ ൬
ߜ
ܴ െ
2
3 ܮ݊
ߜ
ܴ െ 1൰ √ߠ െ
1
ܴ 
 
Al utilizar este resultado en la ecuación  
ܰݑ஽ ൌ െ ܦ௪ܶ െ ஶܶ
߲ܶ
߲ݎฬோ 
se obtiene 
ܦ
௪ܶ െ ஶܶ
߲ܶ
߲ݎฬோ ܮ݊
ߜ
ܴ ൌ 2 െ
ܴܽ ܴ݁
ܩݎ ܰݑఏ√ߠ ൬
ߜ
ܴ െ
2
3 ܮ݊
ߜ
ܴ െ 1൰ 
 
Donde ܰݑ஽: Numero de Nusselt basado en el gradiente radial de temperatura y  
ܰݑఏ ൌ ߉௪ܶ െ ஶܶ 
  
es el Numero de Nusselt basado en el gradiente angular de temperatura. 
 
Como una aproximación podría considerarse ܰݑ஽ ൎ ܰݑఏ, lo cual conduce a: 
 
ܦ
௪ܶ െ ஶܶ
߲ܶ
߲ݎฬோ ܮ݊
ߜ
ܴ ൌ 2 െ
ܴܽ ܴ݁
ܩݎ ܰݑఏ√ߠ ൬
ߜ
ܴ െ
2
3 ܮ݊
ߜ
ܴ െ 1൰ 
 
Pero ܴܽ ൌ ܩݎ ܲݎ 
ࡺ࢛ࡰ ൌ ૛ࡸ࢔ ࢾࡾ ൅ ۾ܚ ࡾࢋ ቀ
ࢾ
ࡾ െ
૛
૜ ࡸ࢔
ࢾ
ࡾ െ ૚ቁ √ࣂ
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Caso sin gradiente angular de temperatura 
 
El caso anterior consideró gradiente angular constante de temperatura డ்డఏ ൌ ߉. Si ahora se considera la temperatura angular constante, es decir 
el gradiente angular de temperatura igual a cero. Al repetir todo el procedimiento anterior, El número de Nusselt es 
  
ࡺ࢛ࡰ ൌ ૛ࡸ࢔ ࢾࡾ
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